N 2588-2112

Editor-In-Chief
Dr. Mostefa BELARBI
Edition comity
Abdelkader SENOUCI  University of Tiaret- Algeria
Abdelkader CHAIB Universitaire Centre of Tissemeslit - Algérie
Djamel TURKI University of Tiaret- Algeria
Hayat DAOUD University of Tiaret- Algeria
Sab)ipqm University of Tiaret- Algeria
University of Tiaret- Algeria
id HARICHE University of Tiaret- Algeria
' ﬁﬁiVenity of Tiaret- Algeria
iversity of Tiaret- Algeria

University of Tiaret- Algeria




Models & Optimisation and Mathematical Analysis Journal VVol.05 Issue 01 (2017)

Message of MOMA Journal Editor-In-Chief

This edition is divided on two parts: the first part presents fundamental theorem of
Kurt Godel , the mathemacien which we can class it as logician pioneer of the twenty
century. Influenced by the book of RUSSEL “ principia mathematica” on which this
scientist try to resolve paradox find the mathematics structuration of CANTOR. The
second part try to put another link completing the project chain initiated by Sobolev,
Lebesgue and Besov spaces constructions.

It is a chain reaction of reflection of the theory of mathematics, Kurt Godel never
recovered from the discovery of this uncertainty which hangs over the theory of
mathematics, almost from 1931 to 1978 Gddel always in search of a truth universal,
crossing at the end of his life psychic crises that go as far as refusing to feed
themselves at the risk of being poisoned. The circle of Vienna that Kurt Godel has
rubbed shoulders has been fundamental in the development of new theories, we cite
the observations of Van Newman, the correspondences that we publish in this issue of
Kurt Godel with Rudolf Carnap generated by the book "Logical Syntax of Language™
of Carnap which puts into question the notion of" analyticity "in interaction with an
unpublished article of Godel on the" syntactic "conception of methematics defended
by Carnap.

To lengthen the speech what the circle of Vienna initiated and in particular Godel
that we propose to the readers of MOMAJournal in this issue to read the famous
theorem of Godel and see how these ideas can influence the contemporary
mathematical theories like the example of David Hilbert , mathematician David
Hilbert (German 23/01/1862 - 14/02/1943) was among the first to notice that classical
differential and integral calculus was insufficient to deal satisfactorily with partial
differential equations derived from physics.

In the thirties the Russian mathematician Serguei Lvovich Sobolev (06/10/1908 -
03/01/1989) developed the generalized notion of the derivative In the fifties and
sixties the Russian mathematician Oleg Vladimirovich Besov born in 1933 and well
of others have contributed significantly to the rapid development of functional space
theory. In this context, the work of Professor Senouci Abdelkader of the LIM
laboratory of the University of Tiaret is presented which leans on the spaces of
Lebesgue.

We would like to express our gratitude to everyone who has contributed towards
the success of this edition.

Sincerely yours,
Dr.Mostefa BELARBI
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Kurt Godel

UBER FORMAL UNENTSCHEIDBARE SATZE DER
“PRINCIPIA MATHEMATICA”

UND VERWANDTER SYSTEME I

aus: “Monatshefte fiir Mathematik und Physik” 38 (1931), 173-198
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Reedited from” Monatshefte fiir Mathematik und Physik 38 (1931),173-198 «

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu groBerer
Exaktheit hat bekanntlich dazu gefiihrt, daf weite Gebiete von ihr
formalisiert wurden, in der Art, daf das Beweisen nach einigen
wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die umfas-
sendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der
Principia Mathematica (PM)2) einerseits, das Zermelo-Fraenkel-
sche (von J.v. Neumann weiter ausgebildete) Axiomensystem der
Mengenlehre s) andererseits. Diese beiden Systeme sind so weit, daf
alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in ihnen
formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome und Schluregeln zuriick-
gefiihrt sind. Es liegt daher die Vermutung nahe, daf diese Axiome
und Schlubiregeln dazn ausreichen, alle mathematischen Fragen, die
sich in den betreffenden Systemen iiberhaupt formal ausdriicken
lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, daf dies
nicht der Fall ist, sondern dal es in den heiden angefiihrten
Systemen sogar relativ einfache Probleme aus der Theorie der ge-
wohnlichen ganzen Zahlen gibt4),” die sich aus den Axiomen nicht

') Vgl. die im Anzeiger der Akad. d. Wiss. in Wien (math.-naturw. KI.) 1930,
Nr. 19 erschienene Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit.

- 3 A. Whitehead und B. Russell, Principia Mathematica, 2. Aufl,
Cambridge 1925. Zu den Axiomen des Systems PM rechnen wir insbesondere
auch: Das Unendlichkeitsaxiom (in der Form: es gibt genau abzihlbar viele
Individuen), das Reduzibilitits- und das Auswahlaxiom (fur alle Typen).

%) Vgl. A.Fraenkel, Zehn Vorlesungen iiber die Grundlegung der Men-
genlehre, Wissensch. u. Hyp., Bd. XXXI. J.v.Neumann, Die Axiomatisierung
der Mengenlehre. Math. Zeitschr. 27, 1928. Journ. f. reine u. angew. Math. 154
(1925), 160 (1929). Wir bemerken, da8 man zu den in der angefiihrten Literatur
gegebenen mengentheoretischen Axiomen noch die Axiome und SchluBregeln des
Logikkalkiils hinzufiigen muf, um die Formalisierung zu vollenden. — Die
nachfolgenden Uberlegungen gelten auch fir die in den letzten Jahren von
D. Hilbert und seinen Mitarbeitern aufgestellten formalen Systeme (soweit diese
bisher vorliegen). Vgl. D. Hilbert, Math. Ann. 88, Abh. aus d. math. Sem. der
Univ. Hamburg I (1922), VI (1928). P.Bernays, Math. Ann. 90. J.v.Neumann,
Math. Zeitschr. 26 (1927). W. Ackermann, Math. Ann. 93..

) D.h. genauer, es gibt unentscheidbare Sitze, in denen auBer den logi-
schen Konstanten: ~ (nicht), \/ (oder), () (fiir alle), = (identisch mit) keine
anderen Begriffe vorkomfen als + (Addition), . (Multiplikation), beide bezogen
auf natiirliche Zahlen, wobei anch die Prifixe (x) sich nur auf natiirliche Zahlen
beziehen diirfen.
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entscheiden lassen. Dieser Umstand liegt nicht etwa an der speziellen
Natur der aufgestellten Systeme, sondern gilt fiir eine sehr weite
Klasse formaler Systeme, zu denen insbesondere alle gehoren, die
aus den beiden angefiihrten durch Hinzufiigung endlich vieler Axiome
entstehen ), vorausgesetzt, daff durch die binzugefiigten Axiome keine
falschen Sidtze von der in Fubnote!) angegebenen Art beweisbar
werden.

Wir skizzieren, bevor wir auf Details eingehen, zunsichst den
Hauptgedanken des Beweises, natiirlich ohne auf Exaktheit Anspruch
zu erheben. Die Formeln eines formalen Systems (wir beschrinken
uns hier anf das System PM) sind #uBerlich betrachtet endliche -
Reihen der Grundzeichen (Variable, logische Konstante und Klam-
mern bzw. Trennungspunkte) und man kann leicht genau prézisieren,
welche Reihen von Grundzeichen sinnvolle Formeln sind und
welche nicht®). Analog sind Beweise vom formalen Standpunkt
nichts anderes als endliche Reihen von Formeln (mit bestimmten
angebbaren Eigenschaften). Fiir metamathematische Betrachtungen
ist es natiirlich gleichgiiltig, welche Gegenstinde man als Grund-
zeichen nimmt, und wir entschliefen uns dazu, natiirliche Zahlen?)
als solche zu verwenden. Dementsprechend ist dann eine Formel
eine endliche Folge natiirlicher Zahlen®) und eine Beweisfigur eine
endliche Folge von endlichen Folgen natiirlicher Zahlen. Die meta-
mathematischen Begriffe (Sétze) werden dadurch zu Begriffen (Sitzen) -
iiber natiirliche Zahlen bzw. Folgen von solchen?) und daher (wenig-
stens teilweise) in den Symbolen des Systems PM selbst ausdriickbar.
Insbesondere kaon man zeigen, dafl die Begriffe ,Formel“, ,Beweis-
figur,  beweisbare Formel“ innerhalb des Systems PM definierbar
sind, d.h. man kann z. B. eine Formel F(v) aus PM mit einer freien
Variablen » (vom Typus einer Zahlenfolge) angeben??), so dal F'(v)
inhaltlich interpretiert besagt: » ist eine beweisbare Formel. Nun
stellen wir einen unentscheidbaren Satz des Systems PM, d. h. einen
Satz A, fir den weder 4 noch non-4 beweisbar ist, folgender-
mafien her:

%) Dabei werden in PM nur solche Axiome als verschieden gezihlt, die
aus einander nicht blo§ durch Typenwechsel entstehen.

% Wir verstehen hier und im folgenden unter ,Formel aus PM*“ immer
eine ohne Abkiirzungen (d.h. ohne Verwendung von Definitionen) geschriebene
Formel. Definitionen dienen ja nur der kiirzeren Schreibweise und sind daher
prinzipiell iiberflissig.

) D.h. wir bilden die Grundzeichen in eineindeutiger Weise auf nattrliche
Zahlen ab. (Vgl. die Durchfithrung auf 8. 179.)

8) D.h. eine Belegung eines Abschnittes der Zahlenreihe mit natiirlichen
Zahlen. (Zahlen kénnen ja nicht in riumliche Anordnung gebracht werden.)

% m.a. W.: Das oben beschriebene Verfahren liefert ein isomorphes Bild
des Systems PM im Bereich der Arithmetik und man kann alle metamathema-
tischen Uberlegungen ebenso gut an diesem isomorphen Bild vornehmen. Dies
geschieht in der folgenden Beweisskizze, d.h. unter ,Formel“, ,Satz*, , Variable® etc.
sind immer die entsprechenden Gegenstande des isomorphen Bildes |
zu verstehen.

10) Kg wire sehr leicht (nur etwas umstindlich), diese Formel tatsichlich
hinzuschreiben.
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Eine Formel aus PM mit genau einer freien Variablen, u. zw. vom
Typus der natiirlichen Zablen (Klasse von Klassen) wollen wir ein
Klassenzeichen nennen. Die Klassenzeichen denken wir uns irgend-
wie in eine Folge geordnet!l), bezeichnen das n-te mit R (n) und
bemerken, daB sich der Begriff ,Klassenzeichen“ sowie die ordnende
Relation B im System PM definieren lassen. Sei « ein beliebiges
Klassenzeichen ; mit [o; #] bezeichnen wir diejenige Formel, welche
aus ‘dem Klassenzeichen o dadurch entsteht, dal man die freie
Variable durch das Zeichen fiir die natiirliche Zahl » ersetzt. Auch
die Tripel-Relation « = [y; 2] erweist sich als innerhalb PM definierbar.
Nun definieren wir eine Klasse K natiirlicher Zahlen folgendermafien:

ne K =DBew[R (n); n]11#) (1)

(wobei Bew x bedeutet: = ist eine beweisbare Formel). Da die Be-
griffe, welche im Definiens vorkommen, simtlich in PM definierbar
sind, so auch der daraus zusammengesetzte Begriff K, d.h. es gibt
ein Klassenzeichen S12), so daB die Formel [S; »] inhaltlich gedeutet
besagt, dab die natiirliche Zahl » zu K gehort. S ist als Klassen-
zeichen mit einem bestimmten E(g) identisch, d. h. es gilt

S=B{g)

fir eine bestimmte natiirliche Zahl g. Wir zeigen nun, dal der
Satz [R(q); ¢]'®) in PM unentscheidbar ist. Denn angenommen
der Satz [R(q);q] wire beweisbar, dann wire er auch richtig,
d.h. aber nach dem obigen ¢ wiirde zu K gehoren, d.h. nach (1)
es wirde Bew [R(q); q] gelten, im Widerspruch mit der Annahme.
Wire dagegen die Negation von [R(g); g| beweisbar, so wiirde nz K,
d. h. Bew[R(q); q] gelten. [R(q); q] wire also zugleich mit seiner
Negation beweisbar, was wiederum unmoglich ist.

Die Analogie dieses Schlusses mit der Antinomie Richard
springt in die Augen; auch mit dem ,Liigner® besteht eine nahe
- Verwandtschaft4), denn der unentscheidbare Satz [R(g); q] besagt
ja, daf ¢ zu K gehort, d. h. nach (1), dab [R(¢); ¢] nicht beweisbar
ist. Wir haben also einen Satz vor uns, der seine eigene Unbeweis-
barkeit behauptet?s). Die eben auseinandergesetzte Beweismethode

1) Etwa nach steigender Gliedersumme und bei gleicher Summe Ilexiko-
graphisch.

112y Durch Uberstreichen wird die Negation bezeichnet.

2) K3 macht wieder nicht die geringsten Schwierigkeiten, die Formel S
tatsdchlich hinzuschreiben.

1%) Man beachte, da8 ,[B (g); ¢]* (oder was dasselbe bedeutet ,[S; ¢]¥) blo8
eine metamathematische Beschreibung des unentscheidbaren Satzes ist.
Doch kann man, sobald man die Formel S ermittelt hat, natiirlich auch die
Zahl ¢ bestimmen und damit den unentscheidbaren Satz selbst effektiv hinschreiben.

) Es 148t sich uberhaupt jede epistemologische Antinomie zu einem der-
artigen Unentscheidbarkeitsbeweis verwenden:

%) Ein solcher Satz hat entgegen™ dém Anschein nichts Zirkelhaftes an
sich, denn er behauptet zunichst die Unbeweisbarkeit einer ganz bestimmten
Formel (n&mlich der g¢-ten in der lexikographischen Anordnung bei einer be-
stimmten Einsetzung), und erst nachtriglich (gewissermafen zufillig) stellt sich
heraus, daf diese Formel gerade die ist, in der er selbst ausgedriickt wurde.
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liBt sich offenbar auf jedes formale System anwenden, das erstens
inhaltlich gedentet tiber geniigend Ausdrucksmittel verfiigt, um die
in der obigen Uberlegung vorkommenden Begriffe (insbesondere den
Begriff ,beweishare Formel“) zu definieren, und in. dem zweitens
jede beweishare Formel auch inhaltlich richtig ist. Die nun folgende
exakte Durchfilhrung des obigen Beweises wird unter anderem die
Aufgabe haben, die zweite der eben angefiihrten Voraussetzungen
durch eine rein formale und weit schwichere zu ersetzen.

Aus der Bemerkung, dali [R(g); ¢] seine eigene Unbeweis-
barkeit behauptet, folgt sofort, daB [R(g);¢q] richtig ist, denn
[R(g); q] ist ja unbeweisbar (weil unentscheidbar). Der int System
PM unentscheidbare Satz wurde also durch metamathematische Uber-
legungen doch entschieden. Die genaue Analyse dieses merkwiirdigen
Umstandes fithrt zu iiberraschenden Resultaten, beziiglich der Wider-
spruchsfreiheitsheweise formaler Systeme, die in Abschn. 4 (Satz XI)
naher behandelt werden.

2.

Wir gehen nun an die exakte Durchfihrung des oben skiz-
zierten Beweises und geben zunichst eine genaue Beschreibung des
formalen Systems P, fiir welches wir die Existenz unentscheidbarer
Sitze nachweisen wollen. P ist im wesentlichen das System, welches
man erhilt, wenn man die Peanoschen Axiome mit der Logik der
PM16) iiberbaut (Zahlen als Individuen, Nachfolgerrelation als un-
definierten Grundbegriff).

Die Grundzeichen des Systems P sind die folgenden:

I Konstante: ,o0 (nicht), ,V“ (oder), ,[1¢ (fiir alle), ,0¢
(Null), ,f“ (der Nachfolger von), ,(*, ,)¢ (Klammern).

II. Variable erbten Typs (ﬁir Individuen, d.h. natiirliche
Zahlen inklusive 0): ,o,¢, 4%, &% ..

Varlable zweiten Typs (ﬁlr Klassen von Individuen): o,
illil ' P8 s

’ Vam’Lble dritten Typs (fiir Klassen von Klassen von Individuen):

«
nms 3 *7.7/3 3 nes

usw. fiir jede natiirliche Zahl als Typus 7).

Anm.: Variable fiir zwei- und mehrstellige Funktlonen (Rela-
tionen) sind als Grundzeichen iiberfliissig, da man Relationen als
Klassen geordneter Paare definieren kann und geordnete Paare
wiederum als Klassen von Klassen, z. B. das geordnete Paar a, b
durch ((a), (a, b)), wo (z, y) bzw. () die Klassen bedeuten, deren
einzige Elemente z, y bzw.z sind18).

18) Die Hinzufiigung der Peanoschen Axiome ebenso wie alle anderen
am System PM angebrachten Abanderungen dienen lediglich zur Vereinfachung
des Beweises und sind prinzipiell entbehrlich.

) Es wird vorausgesetzt, daB fir jeden Variablentypus abzihlbar viele
Zeichen zur Verfiigung stehen.

8) Auch inhomogene Relationen konnen auf diese Weise definiert werden,
z. B. eine Relation zwischen Individuen und Klassen als eine Klasse aus Ele-
menten der Form: ((z,), ((z,), #,)). Alle in den PM iiber Relationen beweis-
baren Sitze sind, wie eine einfache Uberlegung lehrt, auch bei dieser Behand-
lungsweise beweishar.
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Unter einem Zeichen ersten Typs verstehen wir eine Zeichen-
kombination der Form:

a, fa, ffa, fffa... usw.

wo a entweder O oder eine Variable ersten Typs ist. Im ersten
Fall nennen wir ein solches Zeichen Zahlzeichen. Fir n>1
verstehen wir unter einem Zeichen n-ten Typs dasselbe wie
Variable n-ten Typs. Zeichenkombinationen der Form « (), wo &
ein Zeichen n-ten und o ein Zeichen n + 1-ten Typs ist, nennen wir
Elementarformeln. Die Klasse der Formeln definieren wir als die
kleinste Klasse?), zu welcher sémtliche Elementarformeln gehiren
und zu welcher zugleich mit a, b stets auch oo (a), (2)V (b), 211 (@)
gehoren (wobei z eine beliebige Variable ist)i%2). (@) V (b) nennen
wir die Disjunktion aus @ und b, ovo(a) die Negation und z1I(a)
~eine Generalisation von a. Satzformel heift eine Formel, in
der keine freie Variable vorkommt (freie Variable in der bekann-
ten Weise definiert). Eine Formel mit genau z-freien Individuen-
variablen (und sonst keinen freien Variablen) nennen wir n-stelliges
Relationszeichen, fir # =1 auch Klassenzeichen.

Unter Subst a (;) (wo a eine Formel, » eine Variable und b
ein Zeichen vom selben Typ wie v bedeutet) verstehen wir die
Formel, welche aus o entsteht, wenn man darin » iberall, wo es
frei ist, durch b ersetzt?). Wir sagen, daB eine Formel a eine
Typenerhthung einer anderen b ist, wenn @ aus b dadurch ent-
steht, daB man den Typus aller in & vorkommenden Variablen um
die gleiche Zahl erhoht. ' _

Folgende Formeln (I bis V) heilen Axiome (sie sind mit Hilfe
der in bekannter Weise definierten Abkiirzungen: ., o, =, (Ex), = ?))
und mit Verwendung der tiblichen Konventionen iiber das Weglassen
von Klammern angeschrieben)22):

I 1.N(fx1:O) ~(x’ = 0) .
2. fue=fy2m =y z/=%. ., =%
3. 2,(0). 2 I (zy ()2 2, (f)) 2 2, M (5 (). wer %

182) 21 (a) ist also auch dann eine Formel, wenn z in @ nicht oder nicht
frei vorkommt. In diesem Fall bedeutet zI(a) natiirlich dasselbe wie a.

%) Bez. dieser Definition (und analoger spiter vorkommender) vgl.
J. Liukasiewicz und A. Tarski, Untersuchungen fiber den Aussagenkalkiil,
Comptes Rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Var-
sovie XXIII, 1930, CL IIL :

*%) Falls » in a nicht als freie Variable vorkommt, soll Subst « (Z) = ¢ sein.

Man beachte, daB ,Subst“ ein Zeichen der Metamathematik ist.
My @ =y, ist, wie in PM I, * 13 durch =, 1l (z, (z,) >z, (y,)) definiert
zu denken (ebenso fiir die hoheren Typen).
*’) Um aus den angeschriebenen Schemata die Axiome zu erhalten, muf
man also (in II, IIT, IV nach Ausfiihrung der erlaubten Einsetzungen) noch
1. die Abkiirzungen eliminieren,
2. die unterdriickten Klammern hinzufiigen.
Man beachte, daB die so entstehenden Ausdriicke ,Formeln® in obigem Sinn
sein miissen. (Vgl. auch die exakten Definitionen der metamathem. Begriffe S.182fg.)

Monatsh. fiir Mathematik und Physik. XXXVIIIL Band. 12
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II.  Jede Formel, die aus den folgenden Schemata durch Einsetzung
beliebiger Formeln fiir p, ¢, r entsteht.

L pvp=p 3. pVe=29Vp
2. papVy 4. (p=29=(vp=2rvy.
III. Jede Formel, die aus einem der beiden Schemata
" 1. oII(a)= Substa ()
2. 0l va)=byol(a)

dadurch entsteht, dafi man fiir a,v,5, ¢ folgende Einsetzungen vor-
nimmt (und in 1. die durch ,Subst“ angezeigte Operation ausfiihrt):

Fir a eine beliebige Formel, fiir » eine beliebige Variable,
fiir b eine Formel, in der » nicht frei vorkommt, fiir ¢ ein Zeichen
vom selben Typ wie o, vorausgesetzt, dal ¢ keine Variable ent-
hilt, welche in a an einer Stelle gebunden ist, an der v frei ist23).

IV. Jede Formel, die aus dem Schema
1. (Bu)(oU(u()=a))

dadurch entsteht, dal man fiir » bzw. « beliebige Variable vom
Typ » bzw. n+ 1 und fiir ¢ eine Formel, die » nicht frei ent-
hilt, einsetzt. Dieses Axiom vertritt das Reduzibilititsaxiom (Kom-
prehensionsaxiom der Mengenlehre).

V. Jede Formel, die aus der folgenden durch Typenerhdhung ent-
steht (und diese Formel selbst):

1. o (zy(2) =9, () 22, = ¢s.

Dieses Axiom besagt, daB eine Klasse durch ihre Elemente
vollstéindig bestimmt ist.

Eine Formel ¢ heifit unmittelbare Folge aus @ und b (bzw.
aus a), wenn a die Formel (oo (8))\/(¢) ist (bzw. wenn ¢ die Formel
vll(a) ist, wo v eine beliebige Variable bedeutet). Die Klasse der
beweisbaren Formeln wird definiert als die kleinste Klasse von
Formeln, welche die Axiome enthdlt und gegen die Relation ,un-
mittelbare Folge“ abgeschlossen ist?2¢).

Wir ordnen nun den Grundzeichen des Systems P in folgender
Weise eineindeutig natiirliche Zahlen zu:

) ¢ ist also-entweder eine Variable oder O oder ein Zeichen der Form

.fu, wo u entweder O oder eme Variable 1. Typs ist. Bez. des Begriffs ,frei

(gebunden) an einer Stelle von a“ vgl. die in Fulinote *) zitierte ArbeitI A 5.

) *) Die Kinsetzungsregel wird dadurch iberflissig, daB wir alle moglichen

Tinsetzungen bereits in den Axiomen selbst vorgenommen haben (analog bei
J.v.Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr. 26, 1927).
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ferner den Variablen n-ten Typs die Zahlen der Form p" (wo p
eine Primzahl > 13 ist). Dadurch entspricht jeder endlichen Reihe
von Grundzeichen (also auch jeder Formel) in eineindeutiger Weise
eine endliche Reihe natiirlicher Zahlen. Die endlichen Reihen natiir-
licher Zahlen bilden wir nun (wieder eineindeutig) auf natiirliche
Zahlen ab, indem wir der Reihe n,, ny, . ..m; die Zahl 27 . 3", ., p,»*
entsprechen lassen, wo p, die k-te Primzahl (der Grofe nach) be-
deutet. Dadurch ist nicht nur jedem Grundzeichen, sondern auch
jeder endlichen Reihe von solchen in eineindeutiger Weise eine
natiirliche Zahl zngeordnet. Die dem Grundzeichen (hzw. der Grund-
zgiglgggggg_hg)\a zugeordnele Zahl bezelehnen wir_mit fI)(a) Sei nun
itgend eine Klasse oder Relation R (a,, a, . .. a,) zwischen Grund-
zeichen oder Reihen von solchen gegeben. er ordnen ihr diejenige
Klasse (Relation) R’ (z,, @, . .. x,) zwischen natiirlichen Zahlen zu, .
welche dann und nur dann zwischen #,, «, ...z, besteht, wenn
es solche a,, ay ... a, gibt, daB z;,=®(a;) (i=1, 2,... n) und
R (a, a, ... a,) gilt. Diejenigen Klassen und Relationen natiirlicher
Zahlen, welche auf diese Weise den. bisher definierten metamathema-
tischen Begriffen, z. B. ,Variable“, ,Formel“,  Satzformel, ,Axmm

,beweisbare Formel“ usw. zugeordnet sind, bezeichnen wir it
denselben Worten in Kursivschrift, Der Satz, dab es im System P
unentscheidbare Probleme gibt, lautet z. B. folgendermaBen: Es gibt -
Satzformeln a, so dab weder ¢ noch die Negation von a beweis-
bare Formeln sind.

Wir schalten nun eine Zwischenbetrachtung ein, die mit dem )
formalen System P vorderhand nichts zu tun hat, und geben zuniichst
folgende Definition: Eine zahlentheoretische Funktion 29) ¢ (2, ; . .. z,)
heilt rekursiv definiert ans den zahlentheoretischen Funktionen
b (@, @5 ... Zn) und p. (%3, 5 . . . Tuya), wenn fiir alle @, . . . z,, £2%)
folgendes gilt:

o “P (O) Ly o' xj; = L!J(xg . e .’I/'") . (2)
25 o(ic-l"l Z .. :vn):u(k 0k, &y ... Za), Ty v or T,

Eine zahlentheoretlsche Funktion ¢ heilit rekursiv, wenn es
eine endliche Reihe von zahlentheor. Funktionen ¢, 9, ... 9, gibt, welche
mit ¢ endet und die Eigenschaft hat, dabB jede Funktion o der Reihe
entweder aus zwei der vorhergehenden rekursiv definiert ist oder

%) D. h. ihr Definitionsbereich ist die Klasse der nicht negativen ganzen
Zahlen (bzw. der s-tupel von solchen) und ihre Werte sind nicht negative ganze
Zahlen. ’

*6) Kleine lateinische Buchstaben (ev. mit Indizes) sind im folgenden
immer Variable fiir nicht negative ganze Zahlen (falls nicht ausdriicklich das
Gegeunteil bemerkt ist).
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aus irgend welchen der vorhergehenden durch Einsetzung entsteht??)
oder schlieBlich eine Konstante oder die Nachfolgerfunktion =+ 1
ist. Die Liénge der kiirzesten Reihe von ¢;, welche zu einer
rekursiven Funktion ¢ gehort, heilt ihre Stufe. Eine Relation
zwischen natiirlichen Zahlen R (z, ... x,) heilt rekursiv ), wenn es
eine rekursive Funktion ¢ (z, . .. 2,) gibt, so dab fir alle z,, z, ... 2.
Bz ...¢0) 009 (- .. 2,) = 0]%).

Es gelten folgende Siitze:

L _Jede aus rekursiven Funktionen (Relationen) durch
Einsetzung rekursiver Funktionen an Stelle der Variablen
entstehende Funktion (Relation) ist rekursiv; ebenso jede

Funktion, die -aus rekursiven Funktionen durch rekursive
Definition nach dem Schema (2) entsteht.

II Wenn R und S rekursive Relationen sind, dann
auch R R\/ S (daher auch R&S).

III Wenn die Funktionen ¢ (), ¢ (y) rekursiv sind, dann
auch die Relation: o(L) = ¢ (y)).

IV. Wenn die Funktion ¢(x) und die Relation R (z,1Y)
rekursiv sind, dann auch die Relationen S, 7

Sy oo (Ex) [z =9 )& E(=,Y)]
Ty oo@) z=90)—* R (z.Y)]

sowie die Funktion ¢
Yy =z r o) &R (@,5)],

wobei ¢z F'(z) bedeutet: Die kleinste Zahl z, fiir weleche F(z) gilt
und O, falls es keine solehe Zahl gibt.

Satz I folgt unmittelbar aus der Definition von ,rekursiv®.
Satz II und III bernhen daranf, dal die den logischen Begrlﬁen
—,\/, = entsprechenden zahlentheoretischen Funktionen

, "a(a), 8 (2,9), 7 (=,9)
namlich:

w0)=1; 2{z)=10 fir o0
B(0,2)= {B(x 0)=0; f(x,y) =1, wenn z,% beide == O sind

®7) Genauer: durch Einsetzung gewisser der vorhergehenden Funktionen
an die Leerstellen einer der vorhergehenden, z. B. ox(z,, #,) = 0p[¢q(2,, 2,), or (%,)]
(p, ¢, » < k). Nicht alle Variable der linken Seite miissen auch rechts vorkommen
(ebenso im Rekursionsschema (2)).

?8) Klassen rechnen wir mit zu den Relationen (einstellige Relationen).
Rekarsive Relationen R haben mnatiirlich die Eigenschaft, daB man firr jedes
spezielle Zahlen-n-tupel entscheiden kann, ob R (2, ...xx) gilt oder nicht.

29) Fir alle inhaltlichen (insbes. auch die metamathemat;schen) Uberlegungen
wird die Hilbertsche Symbolik verwendet. Vgl. Hilbert-Ackermanun, Grund-
ziige der theoretischen Logik, Berlin 1928.

3%) 'Wir verwenden deutsche Buchstaben g, §) als abkiirzende Bezeichnung
fiir beliebige Variablen-n-tupel, z. B. 2, z, ... 2n.
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Y(5,9)=0, wemn o =y; y(z,5)=1, wenn -y

rekursiv sind, wie man sich leicht iiberzeugen kann. Der Beweis
fir Satz IV ist kurz der folgende: Nach der Voraussetzung gibt es
ein rekursives p (z,1), so daf:

R (e, 5o (2,5 =0]. *

Wir definieren nun nach dem Rekursionsschema (2) eine
Fanktion y (z,y) folgendermalien:

X(Oan)zo
L L= (k) .0ty (08) .« (8)%)

wobei a=a[x (s (0,9))] . « [p(n+1,9)] . [ (n, y)].

i (n+1,y) ist daher entweder =n+ L (wenn ¢ =1) oder =
=y (n,9) (wenn a =0)32). Der erste Fall tritt offenbar dann und
nur dann ein, wenn séimtliche Faktoren von a 1 sind, d. h. wenn gilt:

RO,) &R (0+1,) &[1r,5) = 0]

Daraus folgt, daf die Funktion y (n,y) (als Funktion von #
betrachtet) O bleibt bis zum kleinsten Wert von n, fiir den R (n, y)
gilt, und von da ab gleich diesem Wert ist (falls schon R (0,y) gilt,
ist dem entsprechend y (n,1) konstant und =0). Demnach gilt:

V() =1
Sy R (E, Y)Y

Die Relation 7" 146t sich durch Negation auf einen zu S analogen
Fall zuriickfiihren, womit Satz IV bewiesen ist.

Die Funktionen z 4y, z.y, ¥, ferner die Relationen = < %,
z =1y sind, wie man sich leicht iiberzeugt, rekursiv und wir defi-
nieren nun, von diesen Begriffen ausgehend, eine Reihe von Funk-
tionen (Relationen) 1—45, deren jede aus den vorhergehenden mittels
der in den Sitzen I bis IV genannten Verfahren definiert ist. Dabei
sind meistens mehrere der nach Satz I bis 1V erlaubten Definitions-
schritte in einen zusammengefafit. Jede der Funktionen (Relationen)
1—45, unter denen z. B. die Begriffe‘ yFormel“, |, Aziom“, ,unmittel-
bare Folge* vorkommen, ist daher rekursiv.

1) Wir setzen als bekannt voraus, daf die Funktionen x4y (Addition),
z .y (Multiplikation) rekursiv sind. :

3) Andere Werte als 0 und 1 kann @, wie aus der Definition fiir « er-
sichtlich ist, nicht annehmen,
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1 oly= (B2 p=<s&o=y.2]%)
z ist teilbar durch y34).

- 2. Prim (2) = (Ez)[z<x&z#1&z4—x&x/z]&x>1

reihe

z ist Primzahl.

3. 0Prz=20

(n+1)Pre=cy[y=2&Prim (y) & 2/y &y > n Prz]

n Pr z ist die n-te (der Grobe nach) in z enthaltene Primzahl 342).

4. 0'=1
r+DI=Mm+1). 0!
5 Pr(0)=0

Prin41)=czy [/< {Pr (m)}! + 1 & Prim (y) & y > Pr (n))

Pr(n) ist die n-te Primzahl (der Grofe nach).

6. n Glz = ey [y=x &z/(n Prz) & x/(n Prz}+!]

n Glz ist das n-te Glied der der Zahl 2 zugeordneten Zahlen-

(fur n > 0 und » nicht grifer als die Linge dieser Reihe).

Tl =ceyly=2&yPrz>0&y +1) Prz=0]
(m) ist die Linge der « zugeordneten Zahlenreihe.

. xsy=cze=[Pr@+1{y)Fr&
m)r=l@—>nGlza=nGlz]& .
m0<n=ly)—>m+1l@x) Glza=nGly)}

% % y entspricht der Operation des ,Aneinanderfiigens zweier

endlicher Zahlenreihen.

9. Rix)=2°
E () entspricht der nur aus der Zahlz bestehenden Zahlenreihe

(filr > 0).

10. E(x)=R (11) »2 « R (13)
E (z) entspricht der Operation des ,Einklammerns“ [11 und

13 sind den Grundzeichen ,(“ und ,)“ zugeordnet].

11. nVaro = (E2) [13<2=2&Prim () &z =2"1&n + 0
z ist eine Variable n-ten Typs.

12. Var (z) = (En) [n <z & nVar z]
x ist eine Variable.

13. Neg @) =R () = E (2)
Neg () ist die Negation von .-

33) Das Zeichen = wird im Sinne von ,Definitionsgleichheit® verwendet,

vertritt also bei Definitionen entweder = oder co (im tbrigen ist die Symbolik
die Hilbertsche).

34) Uberall, wo in den folgenden Definitionen eines der Zeichen (), (Ex),

cx auftritt, ist es von einer Abschitzung fiir # gefolgt. Diese Abschitzung dient
lediglich dazu, um die rekursive Natur des definierten Begriffs (vgl. Satz IV) zu
sichern. Dagegen wiirde sich der Umfang der definierten Begriffe durch Weg-
lassung dieser Abschdtzung meistens nicht &dndern.

3a) Fiir 0<# <z, wenn z die Anzahl der verschiedenen in = aufgeben-

den Primzahlen ist. Man beachte, dag fir n=24+1 #nPrax=0 ist!
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14. z Dis y=E (z) » B (T) » E (y)
x Dis y ist die Disjunktion aus x und .

15. 2 Gen y=R (@)« R (9) « E (y)
z Gen y ist die Generalisation von y mittels der. Variablen z
(vorausgesetzt, dall 2 eine Variable ist).

16. 0Nz ==«

n+1)N2=R@)xnNx

n N z entspricht der Operation: ,n-maliges Vorsetzen des

Zeichens ,f* vor z“.

17. Z(n)=xn N[R(1)]

Z (n) ist das Zahlzeichen fiir die Zahl n.

18. Typ," (#) = (Em,n) m,n =2 & [m =1V 1 Var m]
&z =nN B (m)]))

x ist Zeichen ersten Typs.

19. Typa (z) =[n=1&Typ, (@)]V[r > 1&
(Bv) p=az&nVarv &z =R (v)}]

x ist Zeichen n-ten Typs.

20. Elf (z) = (B y,2,n) [y, %0 = 2 & Typa (3)
Typnpr1(8) &z =2 « E(y)
x ist Elementarformel.

21. Op(xy2)=xz=Neg(y) Vae=14 Dis 2V
(Ev) [v =2 & Var (v) & 2 =2 Gen y]

2. FR()=m) {0 <n=I(@) > EfnGlz)V
(Ep,9) [0<p,4<n& 0p (1614, pGlz, 4 G1a)
&l (x)>0
x ist eine Reihe von Formeln, deren jede entweder Elementar-
Jormel ist oder aus den vorhergehenden durch-die Operationen der
Negation, Disjunktion, Generalisation hervorgeht.

23. Form (z) = (En) (n = (Pr [l (z)?]) = U @P
& FR n)&z=][! (n)] Gl n}®)
z ist Formel (d. h. letztes Glied einer Formelreihe n),

24. v Gebn, » = Var (v) & Form (z) &

(Ea, Ol b, c=z&z=ax(Genb)xec

& Form O)&l(@)+1=n=1(a)+ ! (»Gen b)]
Die Variable v ist in = an n-ter Stelle gebunden.

40) m, n =" x steht fiir: m < x & n <_» (ebenso fiir mehr als 2Varla.b1e)
d8) Die Abschitzung n << (Pr [I (x)*])=!@* erkennt man etwa so: Die
Linge der kiirzesten zu C"BhOl‘lgen Formelreihe kann hochstens gleich der
Anzahl der Teilformeln von x sein. Es gibt aber hochstens I (z) Teilformeln
der Lénge 1, hochstens 7 (#)—1 der Liange 2 usw. im ganzen also. hochstens

Z—(M«IL =1 (x> Dne Primzahlen aus » konnen also simtlich kleiner

als Pr {[l 12} angenommen werden, ihre Anzahl <7 (z)? und ihre Exponenten
(welche Teilformeln von z sind) < .
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25. v Fr m,2 =Var (v)&Form ()& v =n Glz &
n=1(z)&v Geb n,x
Die Variable v ist in z an n-ter Stelle frei.

26. v Frx = (En) w=1(x)& v Frn,z|
» kommt in z als freie Variable vor.

27. Suz () =eee<[Pr(l() + I®)]*T*&[(Bu,n) u,0=2&
z=uxRBnGlz) v&z=usyxv&n=1w)+ 1]}
Su z (}) entsteht aus @, wenn man an Stelle des n-ten’ Gliedes
von z y einsetzt (vorausgesetzt, dab 0 <n=1(z)).

28. 0 Stv,za=en(n=I@x)&vFrnzx
& Ep)[n < p=1(a) &v Frp, )
k+1) Sto,z=cnn<kStv,z&vFrnx
&(Ep)[n<p<kStv,z&vFrp,z)
kStov, z ist die k + 1-te Stelle in 2 (vom Ende der Formel »

an gezihlt), an der v in z frei ist (und O, falls es keine solche
Stelle gibt).

29. A g)=cn{n=1(x)&nStv,z=0}
A (v, ) ist die Anzahl der Stellen, an denen v in = frei ist.

30. Sb, () ==
Shigs (@) = Su[Sh (@ )] ("%, 7)

3. 8b(z))=8bsw, o (z}) %)
Sb () ist der oben definierte Begriff Subst a () ®).

32. 2 Imp y =[Neg (v)] Dis y
z Con y = Neg {[Neg ()] Dis [Neg (4)]}
z Aeq y = (z Imp y) Con (y Imp z)
v Ex y=Neg {v Gen [Neg ()]}

8. uThz=cy{ly=a&E)[E=](x >
kGla=13&kGly=kGla)V
kGQlz>13&kGQly=kGlz.[1L Pr(kGlx)")]

nThx ist die n-te Typenerhihung von z (falls z und n Th »

Formeln sind). .

Den Axiomen I, 1 bis 3 entsprechen drei bestimmte Zahlen,
die wir mit 2,, 2,, 2; bezeichnen, und wir definieren:

34, ZFAz (o) =@ =2, Ve=2Vr=z)
36) Falls v keine Variable oder « keine Formel ist, ist Sb (= ;) =z,

s7) Statt Sb [Sb (z ) ¥] schreiben wir: Sb (#2%) (analog fur mebr als
zwei Variable).
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35. dy-Az (2) = (By) [y ==& Form (y) &
z = (y Dis y) Imp y]
z ist eine durch Einsetzung in das Axiomenschema II, 1 ent-
stehende Formel. Analog werden A,-Ax, Ay-Ax, A- Az entspre—
chend den Axiomen II, 2 bis 4 definiert.

36. A-Ax(z) = A1 -A:L' (@) V 4y-Az(x)V 43-Az (2)V
V4,-
z ist eine durch Elnsetzung in ein Aussagenaxiom entstehende
Formel.

31. Q (2, 9, v) = (En, m, w) [n<l(1)&m<l(z)&w<z&
w—mGlz&wGebn,/&@Frn 9]

z enthalt keine Variable, die in y an einer Stelle gebunden ist,
an der v frei ist.« ;-

38, Li-Az ()= (Ev, y,2,n) {v,y,2,n =2z&nVarv &
. Typa () &Form ()& @ (3, 9, v) &
#=(v Gen y) Imp [Sb (y 5)]}
x ist eine aus dem Axiomenschema III, 1 durch Einsetzung
entstehende Formel.

39. Ly-Az ()= (Ev,q, p) {v,9, p=x & Var(v) &Form (p)
&vFrp&Form(g) &
= [v Gen (p Dis ¢)] Imp [p Dis (v Gen ¢)]}
z ist eine aus dem Axiomenschema III, 2 durch Einsetzung
entstehende Formel.

40. B-Az (z) = (Eu, v, y, n) [u v,y,n=z&nVarv &
(n+1)Varu & u Fry & Form () &
e=uEx {vGen [[R () « E (R (v))] Aeq y1}]

x ist eine aus dem Axiomenschema IV, 1 durch Einsetzung ent-
stehende Formel.

Dem Axiom V,1 entspricht eine bestimmte Zahl z, und wir
definieren:
41. M-z (r)=En)n=2&z=nThz]

2. Ao (x)=Z-Ax (@) V A-Adx (x)V L - Az (2)
V Ly-Az () V R-Az (2) V M- Az ()
x ist ein Axiom.

43. Fl(zyz)=y=zImpz V

(Ev) [o =2r& Var (v) & 2 =v Gen y]
@ ist unmittelbare Folge aus y und 2.
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4 Bo=m{0<n=lx)—>4dznrGlz)V
(Ep,g) [0 <p,_q <n&Fl(nGlz, 1067'lx7 gGlx)]
&1(z)>0
x ist eine Beweisfigur (eine endliche Fo]ge von Formeln, deren
jede entweder Aziom oder unmzttelbare Folge aus zwei der vorher-
gehenden ist).

45. 2 By=Bw @) & [l (®)] Glz=y
z ist ein Beweis fiir die Formel y.

46. Bew (x) = (Ey)y Bz

x ist eine beweisbare Formel. [Bew (x) ist der einzige unter
den Begriffen 1—46, von dem nicht behauptet werden kann, er sei
rekursiv. |

Die Tatsache, die man vage so formulieren kann: Jede rekur-
sive Relation ist innerhalb des Systems P (dieses inhaltlich gedentet)
definierbar, wird, ohne auf eine inhaltliche Deuntung der Formeln
aus P Bezug zu nehmen, durch folgenden Satz exakt ausgedriickt:

Satz V: Zu jeder rekursiven Relation R (z, ... z,) gibt
es ein n-stelliges Relationszeichen r (mit den freien Variablen®s)
Uy, Uy . . . Uy), 50 dab fiir alle Zahlen-n-tupel (z, ... x,) gilt:

B (@ . . 2) —> Bew [Sb ( o }jmig(xn))] 3)
E (s, ...a)—> Bew [Neg S ( s Z(x))] @)

Wir begniigen uns hier damit, den Beweis dieses Satzes, da
er keine prinzipiellen Schwwrlgkelten bietet und ziemlich umstsindlich
ist, in Umrissen anzudeuten®). Wir beweisen den Satz fiir alle
Relationen R (%, ... w,) der Form: 2, =0 (2, ... %.)*) (Wo ¢
eine rekursive F anktion ist) und wenden vollsta,ndlge Induktion nach
der Stufe von ¢ an. Fiir Funktionen erster Stufe (d.h. Konstante
und die Funktion z + 1) ist der Satz trivial. Habe also o die m-te Stufe.
Es entsteht ans Funktionen niedrigerer Stufe o, . .. ¢ durch die Ope—
rationen der Einsetzung oder der rekursiven Definition. Da fiir o, .
nach induktiver Annahme bereits alles bewiesen ist, gibt es zugehorlfre
Relationszeichen 7y . . .71y, so dab (3), (4) gilt. Die Deﬁmtmnsprozesse, ,
durech die ¢ aus cpl ... o entsteht (Einsetzung und rekursive Defini-
tion), konnen samthch im System P formal nachgebildet werden Tut

, %) Dxe Variablen u, . . . un kénnen willkiirlich vorgegeben werden. Es gibt
z. B. immer ein » mit den freien Variablen 17, 19, 23 ... usw,, fiir welches (3)
und (4) gilt.

39y Satz V beruht natiirlich darauf, daB bei einer rekursiven Relation R
fiir jedes n-tupel von Zahlen aus den Axiomen des Systems P entscheidbar
ist, ob die Relation R besteht oder nicht.

40y Daraus folgt sofort seine Geltung fiir jede rekursive Relation, da eine
solche gleichbedeutend ist mit 0=wv (z, ...xn), Wo ¢ rekursiv ist.
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man dies, so erhilt man aus 7, . . . r; ein neues Relationszeichen r*Y),
fir welches man die Geltung von (3), (4) unter Verwendung der
induktiven Annahme ohne Schwierigkeit beweisen kann. Ein Rela-
tionszeichen r, welches anf diesem Wege einer rekursiven Relation
zugeordnet ist42); soll rekursiv heiflen. E

Wir kommen nun ans Ziel unserer Ausfiihrungen. Sei z eine
beliebige Klasse von Formeln. Wir bezeichnen mit Flg () (Folge-
rungsmenge von %) die kleinste Menge von Formeln, die alle Formeln
aus » und alle Aziome enthdlt und gegen die Relation ,unmittelbare
Folge* abgeschlossen ist. » heifit w-widerspruchsfrei, wenn es kein
Klassenzeichen a gibt, so dah:

(n) [S b (a Z?n)) ¢ Flg (7-)] & [Neg (v Gen a)]s Flg (%)
wobei » die freie Variable des Klassenzeichens a ist.

Jedes w-widerspruchsfreie System ist selbstverstiindlich auch
widerspruchsfrei. Es gilt aber, wie spiter gezeigt werden wird, nicht
das Umgekehrte.

Das allgemeine Resultat iiber die Existenz unentscheidbarer
Stiitze lautet:

Satz VI: Zu jeder w-widerspruchsfreien rekursiven
Klasse » von Formeln gibt es rekursive Klassenzeichen r, so
daB weder » Gen » noch Neg (» Gen#) zu Flg (x) gehort (wobei v
die freie Variable aus r ist).

Beweis: Sei « eine beliebige rekursive w-widerspruchsfreie Klasse
von Formeln. Wir definieren:

Bu, n)=m)n=1(x) >4z nGla)V(nQlz)cr\/ (b)
(Ep, ) 0<p,g<n&Fl(n Gla,pGla,qg Gla)}] &I (z)>0
{vgl. den analogen Begriff 44)
| 2By =Bu,(©) & 1)) Glo=y ©)
Bew, (r)=(Ey) y B,z (6:1)

{(vgl. die analogen Begriffe 45, 46).
Es gilt offenbar:

(2) [Bew, (z) cow e Flg (] )
() [Bew () —> Bew,, (z)] (8)

#1) Bei der genauen Durchfiihrung dieses Beweises wird patiirlich » nicht
auf dem Umweg iuber die inhaltliche Deutung, sondern durch seine rein formale
Beschaffenheit definiert.

%) Welches also, inhaltlich gedeutet, das Bestehen dieser Relation ausdriickt.
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Nun definieren wir die Relation:

04, 4)=2 B, [Sb (y Z(y})J. (81)
Da @B,y [nach (6), (5)] und Sb (yz@)) (nach Def. 17, 31)

rekursiv sind, so auch ¢ (zy). Nach Satz V und (8) gibt es also ein
Relationszeichen ¢ (mit den freien Variablen 17, 19), so dab gilt:

B 0oty Bome [St{ui 2g) ] ©

B[ 50 {rgty)| > vems [See st(az0y 71y)] - 0

Wir setzen:

p=17 Gen ¢ (11)

(p ist ein Klassenzeichen mit der freien Variablen 19) und

19
—=8b
=50 {uy) ®
(r ist ein rekursives Klassenzeichen mit der freien Variablen 1743).
Dann gilt:
19 19 19
Sb = 8§|[17G r.4 == blq.
[pzto)= (a7 0enal ) =17 6em o35} a9
=17 Gen r4)
[wegen (11) und (12)] ferner:
17 19
AP S (r )
(1210 200)= 5 (" 209 a

[nach (12)]. Setzt man nun in (9) und (10) p fiir y ein, so entsteht
unter Beriicksichtigung von (13) und (14):

BT Gen 7) > Bow, [Sb(rif ] (15)
2B, (17 Gen r) -5 Bew, [Neg - (r 41(7@)] (16)

%) » entsteht ja aus dem rekursiven Relationszeichen q durch Ersetzen
einer Variablen durch eine bestimmte Zahl (p).

%) Die Operationen Gen, Sb sind natirlich immer vertauschbar, falls sie
sich auf verschiedene Variable beziehen.
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Daraus ergibt sich:

1. 17 Gen r ist nicht z-beweisbar®). Denn wiire dies der Fall,
so gibe es (nach 61) ein %, so dab » B, (17 Gen r). Nach (16)

gilte also: Bew, [Neg S b(r Zlgn))]’ wihrend andererseits aus der

-

»-Beweisbarkeit von 17 Gen » auch die von Sb (r IZ‘(n)) folgt. » wiire

also widerspruchsvoll (umsomehr w-widerspruchsvoll).

2. Neg (17 Gen ) ist nicht x-beweisbor. Beweis: Wie eben be-
wiesen wurde, ist 17 Gen » nicht #-beweisbar, d. h. (nach 6:1) es

gilt (n)n B, (17 Gen ). Daraus folgt nach (15) (n) Bewx[Sb (r 1Zr2n))]’
was zusammen mit Bew, [Neg (17 Gen r)] gegen die o-Widerspruchs-
freiheit von x verstofien wiirde. '

17 Gen r ist also aus x unentscheidbar, womit Satz VI be-
wiesen ist. . '

Man kann sich leicht tiiberzeugen, daB der eben gefiihrte
Beweis konstruktiv ist#5*), d. h. es ist intuitionistisch einwandfrei
folgendes bewiesen: Sei eine beliebige rekursiv definierte Klasse
von Formeln vorgelegt. Wenn dann eine formale Entscheidung (aus x)
fir die (effektiv anfweishare) Satzformel 17 Gen r vorgelegt ist, so
kann man effektiv angeben: o2 77

1. Einen Beweis fiir Neg (17 Gen 7).

2. Fiir jedes beliebige » einen Beweis fiir Sb (r

17 ) o

. Z(n) d. h eine
formale Entscheidung von 17 Gen » wiirde die effektive Aufweisharkeit
eines o-Widerspruches zur Folge haben.

Wir wollen eine Relation (Klasse) zwischen natiirlichen Zahlen
R (z,...2,) entscheidungsdefinit nennen, wenn es ein n-stelliges
Relationszeichen r- gibt, so daf (3) und (4) (vgl. Satz V) gilt.
Insbesondere ist also nach Satz V jede rekursive Relation ent-
scheidungsdefinit. Analog soll ein Relationszeichen entscheidungs-
definit heillen, wenn es auf diese Weise einer entscheidungsdefiniten
Relation zugeordnet ist. Es geniigt nun fiir die Existenz unentscheid-
barer Sitze, von der Klasse x vorauszusetzen, daf sie w-widerspruchs-
frei und entscheidungsdefinit ist. Denn die Entscheidungsdefinitheit
tibertriigt sich von = auf z B, y (vgl. (5), (6)) und auf Q (z, %) (vel.

%) x ist n-beweisbar, soll bedeuten: = ¢ Flg (x), was nach (7) dasselbe besagt
wie: Bewy ().

%) Denn alle im Beweise vorkommenden Existentialbehauptungen beruhen
auf Satz V, der, wie leicht zu sehen, intuitionistisch einwandfrei ist.
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(8-1)) und nur dies wurde in obigem Beweise verwendet. Der un-
entscheidbare Satz hat in diesem Fall die Gestalt v Genr, wo r ein
entseheIdungsdeﬁmtes Klassenzeichen ist (es geniigt ubrxgens sogar,
dab » in dem durch x erweiterten System entscheidungsdefinit ist).

Setzt man von » statt «-Widerspruchsfreiheit, blof Wider-
spruchsfreiheit voraus, so folgt zwar nicht die Existenz eines unent-
scheidbaren Satzes, wohl aber die Existenz ciner Eigenschaft (r),
fir die weder ein Gegenbelspxel angebbar, noch beweisbar ist, daB
sie allen Zahlen zukommt. Denn zum Beweise, dab 17 Gen » "nicht
#-beweisbar ist, wurde nur die Widerspruchsfreiheit von » verwendet

(vgl. S.189) und aus Bew,, (17 Gen r) folgt nach (15), dab fiir jede Zahl
17

sofr i), )
2(a) 2(a)

Adjungiert man Neg (17 Genr) zu %, so erhidlt man eine

widerspruchsfreie aber nicht w-widerspruchsfreie Formelklasse . #
ist widerspruchsfrei, denn sonst wire 17 Gen » z-beweishar. + ist

aber nicht w-widerspruchsfrei, denn wegen Bew, (17 Gen#) und

folglich fiir keine Zahl Neg Sb ( z=beweisbar ist.

. 17
(15) gilt: (z) Bew, Sb (1 Z(a:))’
und anderseits gilt natiirlich: Bew ., [Neg (17 Gen 7)])*).

Ein Spezialfall von Satz VI ist der, daf die Klasse » aus end-
lich vielen Formeln (und ev. den daraus durch Typenerhihung ent-
stehenden) besteht. Jede endliche Klasse « ist natiirlich rekursiv. Sei
a die grofite in « enthaltene Zahl. Dann gilt in diesem Fall fiir =:

‘ 17
umsomehr also: (z) Bew,, Sb (r Z (x))

zevow (Emn) m=c&n=a&nca&zr=mThn]

v ist also rekursiv. Das erlanbt z. B. zu schliefen, dal auch
mit Hilfe des Auswahlaxioms (fiir alle Typen) oder der verall-
gemeinerten Kontinuumhypothese nicht alle Sitze entscheidbar sind,
vorausgesetzt, dal diese Hypothesen w-widerspruchsfrei sind..

Beim Beweise von Satz VI wurden keine anderen Eigenschaften
des Systems P verwendet als die folgenden:

1. Die Klasse der Axiome und die Schlufregeln (d. h. die Rela-
tion ,unmittelbare Folge“) sind rekursiv. definierbar (sobald man die
Grundzeichen in irgend einer Weise durch natiirliche Zahlen ersetzt).

2. Jede rekursive Relation ist mnerhalb des Systems P defi-
nierbar (im Sinn von Satz V).

Daher gibt es in jedem formalen System, das den Voraus-
setzungen 1, 2 geniigt und o-widerspruchsfrei ist, unentscheidbare
Sitze der Form (z) F'(z), wo F eine rekursiv definierte Eigenschaft
natiirlicher Zahlen ist, und ebenso in jeder Erweiterung eines solchen

46) Die Existenz widerspruchsfreier und nicht w-widerspruchsfreier » ist

damit natiirlich nur unter der Voraussetzung bewiesen, daB es iberhaupt wider-
spruchsfreie » gibt (d. h. daB P widerspruchsfrei ist).
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Systems durch eine rekursiv definierbare w-widerspruchsfreie Klasse
von Axiomen. Zu den Systemen, welche die Voraussetzungen 1, 2 erfiillen,
gehoren, wie man leicht bestiitigen kann, das Zermelo-Fraenkelsche
und das v.Neumannsche Axiomensystem-der Mengenlehre+"), ferner
das Axiomensystem der Zahlentheorie, welches ans den Peanoschen
Axiomen, der rekursiven Definition [nach Schema (2)] und den logischen
Regeln besteht*%). Die Voraussetzung 1. erfiillt iiberhaupt jedes System,
dessen Schlufiregeln die gewthnlichen sind und dessen Axiome (analog
wie in P) darch Einsetzung aus endlich vielen Schemata entstehen2).

3.

Wir ziehen nun aus Satz VI weitere Folgerungen und geben
zu diesem Zweck folgende Definition:

Eine Relation (Klasse) heifit arithmetisch, wenn sie sich allein
mittels der Begriffe +, . [Addition und Multiplikation, bezogen auf
natiirliche Zahlen¢)] und den logischen Konstanten V, —, (z), =
definieren I&6t, wobei () und = sich nur auf natiirliche Zahlen
beziehen diirfen®). Entsprechend wird der Begriff ,arithmetischer
Satz“ definiert. Inshesondere sind z. B. die Relationen ,grifer und.
»Kongruent nach einem Modul® arithmetisch, denn es gilt: '

r>yoo(lz) [y=x + 2]
r=y modn)co(Ez) [z=y+2.2Vy=z+2.n

Es gilt der
Satz VII: Jede rekursive Relation ist arithmetisch.
Raica e L0

Wir beweisen den Satz in der Gestalt: Jede Relation der Form
=0 (2, ...,), wo ¢ rekursiv ist, ist arithmetisch, und wenden
vollstindige Induktion nach der Stufe von ¢ an. ¢ habe die s-te
Stufe (s>1). Dann gilt entweder:

47) Der Beweis von Voraussetzung 1. gestaltet sich hier sogar einfacher als
im Falle des Systems P, da es nur eine Art von Grundvariablen gibt (bzw. zwei
bei J.v. Neumann). :

*%) Vgl. Problem III in D. Hilberts Vortrag: Probleme der Grundlegung
der Mathematik. Math. Ann, 102.

%) Der wahre Grund fiir die Unvollstindigkeit, welche allen formalen
Systemen der Mathematik anhaftet, liegt, wie im II. Teil dieser Abhbandlung
gezeigt werden wird, darin, daB die Bildung immer hgoherer Typen sich ins
Transfinite fortsetzen lit. (Vgl. D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math.
Ann. 95, 8. 184), wihrend in jedem formalen System hochstens abzihlbar viele
vorhanden sind. Man kann ndmlich zeigen, da8 die hier aufgestellten unent-
scheidbaren Siitze durch Adjunktion passender hoherer Typen (z. B. des Typus »
zum System P) immer entscheidbar werden. Analoges gilt auch fiir das Axiomen-
gystem der Mengenlehre.

%) Die Null wird hier und im folgenden immer mit zu den natiirlichen
Zahlen gerechnet.

- %) Das Definiens eines solchen Begriffes muB sich also allein mittels der
angefihrten Zeichen, Variablen fiir natiirliche Zahlen «, o, . . . und den Zeichen
0,1 aufbauen (Funktions- und Mengenvariable diirfen nicht vorkommen). (In den
Prafixen darf statt « natiirlich auch jede andere Zahlvariable stehen.)

52



Models & Optimisation and Mathematical Analysis Journal VVol.03 Issue 01 (2015)

L@@t =p[a (@ %) Xa @reoBa)eoofm @1 oo ) ]5Y)
(wo p und simtliche y; kleinere Stufe haben als s) oder:

2. P, o) = L s 5 o )
plletdy Be- B) =i JB, DR 2,0 o s Ba)y Bopwnn B

(wo {, p. niedrigere Stufe als s haben).
Im ersten Falle gilt:

Wy =0 (@ « o b)) OB Yy <o Ym) [B (05 9 ov. 90) &
ES - ) & o B (s 2 < . . B4) ]

wo £ bzw. §; die nach induktiver Annahme existierenden mit
To=p (.. .Yu) bzw. y=y; (%, ...®,) Hquivalenten arithmetischen
Relationen smd Daher ist 2, =¢ (z,...2,) in diesem Fall arith-
metisch.

Im zweiten Fall wenden wir folgendes Verfahren an: Man kann
die Relation z,=¢ (z,...z,) mit Hilfe des Begriffes ,Folge von
Zahlen“ (f)®?) folgendermalen ausdriicken:

Lo=0 @ ...2)0(EN) {fo=0(@...2:) & E) [F <21 —>
fk-l—l = (kafka Lo« 'xn)]&xozf%}

Wenn S (y, #5...2,) bzw. T' (2, 2, . .. #,41) die nach induktiver
Annahme existierenden mit y = ¢ (#, ... 2,) bzw. 2= p. (2, . .. 2,14)
fquivalenten arithmetische Relationen sind, gilt daher:

=0 (@ ... Tx) O (Ef) {8 (o, 75...2) &EB) [k < 2, —> (17)
F{ S By Sy Do s 0] & 2, =200 ) <

Nun ersetzen wir den Begriff ,Folge von Zablen“ durch ,Paar von
Zahlen“, indem wir dem Zahlenpaar n, d die Zahlenfo]ﬂe Jm o
(i ¥ e [n]1+(k+1) 2) zuordnen, wobei [1], den kleinsten nicht nega-
tiven Rest von % modulo p bedeutet.

Es gilt dann der

Hilfssatz 1: Ist f eine beliebige Folge natiirlicher Zahlen und
k eine beliebige natiirliche Zahl, so gibt es ein Paar von natiirlichen
Zahlen n, d, so daB £ und Jf in den ersten % Gliedern uberem—
stimmen.

Beweis: Sei ! die grofte der Zahlen k, f;, fi. .. fe—1. Man
bestimme 7 so, daf:
n=Ff;[mod (1 + (¢ + 1) I!)] fir i=0,1...k—1
1) Es brauchen natiirlich nicht alle @, ... @x in den y; tatsichlich vor-
zukommen [vgl, das Beispiel in FuBnote *')].

52) f bedeutet hier eine Variable, deren Wertbereich die Folgen natiirl.
Zahlen sind. Mit /% wird das £+1-te Glied einer Folge f bezeichnet (mit £, das erste).
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was moglich ist, da je zwei der Zahlen 1 + (4 1) 1! (i=0,1...k—1)
relativ prim sind. Denn eine in zwei von diesen Zahlen enthaltene
Primzahl miifte anch in der Differenz (3, —4,) /! und daher wegen
li; —i4y| <1 in I! enthalten sein, was unmiglich ist. Das Zahlen-
paar n, !! leistet dann das Verlangte.

Da die Relation z = [n], durch:
z=mnmodp) &x<p

definiert und daher “arithmetisch ist, so ist auch die folgendermaBen
definierte Relation P (z,, 2, . .. 2,):

P(xy...00) = (En, d) (S ([nlazs, ... 20) & (&) [k<z, —>
T([o]ita et b [Bhitaatn, 2. 20)] & 2o = [0 14 @ 1)

arithmetisch, welche nach (17) und Hilfssatz 1 mit: @, =0 (»,...2,)
dquivalent ist (es kommt bei der Folge f in (17) nur auf ihren Ver-
lanf bis zum x; + 1-ten Glied an). Damit ist Satz VII bewiesen.

Gemib Satz VII gibt es zu jedem Problem der Form (z) F (z)
(F rekursiv) ein #quivalentes arithmetisches Problem und da der
ganze Beweis von Satz VII sich (fiir jedes spezielle F) innerhalb
des Systems P formalisieren 1#ft, ist diese Aquivalenz in 2 beweis-
bar. Daher gilt:

Satz VIII: In jedem der in Satz VI genannten for-
malef Systeme®s) gibt es unentscheidbare arithmetische
Siétze.

Dasselbe gilt (n‘aeh der Bemerkung auf Seite 190) fiir das
Axiomensystem der Mengenlehre und dessen Erweiterungen durch
«-widerspruchsfreie rekursive Klassen von Axiomen. '

Wir leiten schlieflich noch folgendes Resultat her:

SatzJX: In allen in Satz VI genannten formalen
Systemen gibt es unentscheidbare Probleme des engeren
Funktionenkalkiils®4) (d. h. Formeln des engeren Funktionen-
kalkiils, fiir die weder Allgemeingiiltigkeit noch Existenz - eines
Gegenbeispiels beweisbar ist) %9).

%) Das sind diejenigen w-widerspruchsfreien Systeme, welche aus P durch
Hinzufiigung einer rekursiv definierbaren Klasse von Axiomen entstehen.’

) Vgl. Hilbert-Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik.

Im System P sind unter Formeln des engeren Funktionenkalkils diejenigen

zu verstehen, welche ans den Formeln des engeren Funktionenkalkiils der PM
durch die auf S.176 angedeutete Ersetzung der Relationen durch Klassénr hiheren
Typs entstehen.
) %) In meiner Arbeit: Die Vollstindigkeit der Axiome des logischen
Funktionenkalkiils, Monatsh. f. Math, u. Phys. XXXVII, 2, habe ich gezeigt, da8
jede Formel des engeren Funktionenkalkills entweder als allgemeingiiltig nach-
weisbar ist oder ein Gegenbeispiel existiert; die Existenz dieses Gegenbeispiels
ist aber nach Satz IX nicht immer nachweisbar (in den angefiihrten formalen
Systemen). :

Monatsh. fiir Mathematik und Physik. XXXVIII. Band. 13
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Dies beruht auf:

Satz X: Jedes Problem der Form (z) F(x) (F rekursiv)
188t sich zuriickfithren auf die Frage nach der Erfiillbarkeit
einer Formel des-engeren Funktionenkalkiils (d. h. zu jedem
rekursiven F kann man eine Formel des engeren Funktionenkalkiils
angeben, deren Erfiillbarkeit mit der Richtigkeit von () F'(x) #qui-
valent ist). :

Zum engeren Funktionenkalkiil (e. F.) rechnen wir diejenigen
Formeln, welche sich aus den Grundzeichen: —, \/, (), =; =z, % ...
(Individuenvariable) F {z), G (zy), H (z,v, 2) ... (Eigenschafts- und
Relationsvariable) aufbauen %), wobei () nnd = sich nur auf Indi-
viduen beziehen diirfen. Wir fiigen zn diesen Zeichen noch eine
dritte Art von Variablen ¢ (z), { (zy), x (z v 2) etc. hinzu, die Gegen-
standsfunktionen vertreten (d. h. ¢ (z), ¢ (zy) etc. bezeichnen ein-
deutige Funktionen, deren Argumente und Werte Individuen sind 57).
Eine Formel, die aufier den zuerst angefiibrten Zeichen des e.F.
noch Variable dritter Art (¢ (z), ¥(zy) ... etc.) enthilt, soll eine
Formel im weiteren Sinne (i. w. S.) heiflen *8). Die Begriffe ,erfiill-
bar“, ,allgemeingiiltig” iibertragen sich ohneweiters auf Formeln
i.w. S. und es gilt der Satz, daB man zu jeder Formel i. w. S. 4 eine
gewohnliche Formel des e. F. B angeben kann, so daB die Erfiillbarkeit
von A mit der von B dquivalent ist. B erhilt man aus 4, indem man
die in A vorkommenden Variablen dritter Art o (z), ¥ (zy) .. durch
Ausdriicke der Form: (12) F(2z), (12) G(z,zy) . . . ersetzt, die
,beschreibenden® Funktionen im Sinne der PM. I # 14 auflost und
die so erhaltene Formel mit einem Ausdruck logisch multipliziert 5¢),
der besagt, dal séimtliche an Stelle der ¢, { . . gesetzte F, G .. hin-
sichtlich der ersten Leerstelle genau eindentig sind.

Wir zeigen nun, daf es zu jedem Problem der Form (x) F'(z)

(F rekursiv) ein #quivalentes - betreffend die Erfiillbarkeit einer
Formel i. w. S. gibt, - woraus nach der eben gemachten Bemerkung
Satz X folgt.
: Da F rekursiv ist, gibt es eine rekursive Funktion ® (z), so
daB F (z) oo [P (z) = 0], und fiir @ gibt es eine Reihe von Funk-
tionen ®,, @, ... P, so dah: ®, =P, P, (x) =x+1 und fiir jedes
®, (1 <k=wn) entweder:

1 (85 - o o) [PR(0, By 05 - B =Py (55 o+ « B} (18)
(@, 25 . . . Zn) [ P[P, (), Ts . .- ] =Py [2, Pr (@, T3 . <. T, s - . ]}
" p, g<k

56 D, Hilbert und W.Ackermann rechnenin dem eben zitierten Buch das
Zeichen = nicht zum engeren Funktionenkalkil. Es gibt aber zu jeder Formel,
in der das Zeichen = vorkommt, eine solche ohne dieses Zeichén, die mit der
urspriinglichen gleichzeitig erfillbar ist (vgl. die in FuBnote *) zitierte Arbeit).

*"  57) Und zwar soll der Definitionsbereich immer der ganze Individuen-
bereich sein. i ) .

%) Variable dritter Art durfen dabei an allen Leerstellen fir Individuen~
variable. stehen, z. B.: y =9 (z), F (:c, © (y)), G [@ (:l', ? (y)), x] - USW.

#%) D.h. die Konjunktion bildet.
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oder:
2. (.7/'1 bd xm) [q)k (x1 R .o xm) = q)r (q)"l (L'l) S (I)is (gq))] 60) (19)
r<ky i, <k (firv=1,2...5)

oder: ,
8. (@y...am) [P (2. ..%n) :.‘px (P oo Py (0) )l (20)

Ferner bilden wir die Sitze:

@) P, (2)=0& () [P, ()=, () —> z=y] (21)
(@) [Pn (@)=10] ‘ (22)

Wir ersetzen nun in allen Formeln (18), (19), (20) (fiir k=2,
3...m) und in (21) (22) die Funktionen ®; durch Funktions--
variable ¢;, die Zahl O durch eine sonst nicht vorkommende Indi-
viduenvariable z, und bilden die Konjunktion C siimtlicher so er-
haltener Formeln. '

Die Formel (Ex,) C hat dann die verlangte Eigenschaft, d. h.

1. Wenn (z) [® (2)=0] gilt, ist (Ez,) C erfiillbar, denn die
Funktionen ®,, ®, ... ®, ergeben dann offenbar in (E=,)C fiir
®1, P .. . Py eingesetzt einen richtigen Satz.

2. Wenn (Ez,) C erfilllbar ist, gilt (z) [P ()= 0].

»

Beweis: Seien 'V, ¥, ... W, die nach Voraussetzung existie-
renden Funktionen, welche in (Ex,) C fiir ¢, 9, . . 0, eingesetzt einien
richtigen Satzliefern. Ihr Individuenbereich sei 3. Wegen der Richtigkeit
von (Ex,) C fiir die Funktionen ‘V; gibt es ein Individuum @ (aus J),
so daB samtliche Formeln (18) bis (22) bei Ersetzung der ®; durch
W; und von O durch a in richtige S#tze (18') bis (22) tibergehen.
Wir bilden nun die kleinste Teilklasse von 3, welche a enthilt und
gegen die Operation 'V (x) abgeschlossen ist. Diese Teilklasse (3')
hat die Eigenschaft, daB jede der Funktionen W; auf Elemente aus
3’ angewendet wieder Elemente aus 3’ ergibt. Denn fir W, gilt
dies nach Definition von 3§ und wegen (18), (19), (20') iibertrigt
sich diese Eigenschaft von W; mit niedrigerem Index auf solche
mit hoherem. Die Funktionen, welche aus ¥; durch Beschrinkung
auf den Individuenbereich 3’ entstehen, nennen wir W/. Auch fiir
diese Funktion gelten séimtliche Formeln (18)bis (22) (bei der Er-
setzung von O durch a und ®; durch W¥).

Wegen der Richtigkeit von (21) fiir ¥,” und ¢ kann man die
Individuen aus 3’ eineindeutig auf die natiirlichen Zahlen abbilden u. zw.
80, daB @ in O und die Funktion W," in die Nachfolgerfunktion &,
iibergeht. Durch diese Abbildung gehen aber simtliche Funktionen
W/ in die Funktionen ®; iiber und wegen der Richtigkeit von (22)

%) zi (i=1..s) vertreten irgend welche Komplexe der Variablen «,, «, . . zn,

z. B.: z, x; z,.

13#
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fir W, und ¢ gilt (2)[P.(z) = O]' oder (z)[® (x) =0], was zu be-
weisen warsl). '

Da man die Uberlegungen, welche zn Satz X fiihren, (fiir je-
des spezielle /') auch innerhalb des Systems P durchfiihren kaunn,
so ist die Aquivalenz zwischen einem Satz der Form (z) F'(x) (F re-
kursw) und der Erfiillbarkeit der entsprechenden Formel des e. F
in Pbeweisbar und daher folgt aus der Unentscheidbarkeit des einen
die des anderen, womit Satz IX bewiesen ist.62)

4.

Aus den Ergebnissen von Abschnitt 2 folgt ein merkwiirdiges
Resultat, beziiglich eines Widerspruchslosigkeitsheweises des Systems P
(und seiner Erweiterungen), das durch folgenden Satz ausgesprochen
wird:

Satz XI: Sei » eine beliebige rekursive widerspruchs-
freie®s) Klasse von Formeln, dann gilt: Die Saizformel, welche
besagt, daB Wlderspruchsfrel ist, ist nicht x-beweisbar; ins-
besondere ist die Widerspruchsfreiheit von P in P unbeweisbar ¢¢),
vorausgesetzt, daf P widerspruchsfrei ist (im entgegengesetzten Fall
ist natiirlich jede Aussage beweisbar).

Der Beweis ist (in Umrissen skizziert) der folgende: Sei % eine
beliebige fiir die folgenden Betrachtungen ein fiir allemal gewihlte
rekursive Klasse von Formeln (im einfachsten Falle die leere
Klasse). Zum Beweise der Tatsache, daf 17 Gen » nicht x-beweisbar
ist %), wurde, wie aus 1. Seite 189 hervorgeht, nur die Widerspruchs-
freiheit von » benutzt, d. h. es gilt:

Wid (5) — Bew, (17 Gen 7) (23)
d. h. nach (61):

Wid (x) —> (z) = B, (17 Gen r)

Nach (13) ist 17 Gen » = Sb (p 1Z9(p)) und daher:

61 Aus Satz X folgt z. B., da8 das Fermatsche und das Goldbachsche
Problem lgshar wéaren, wenn man das Eatscheidungsproblem des e. F. geldst hitte.

62y Satz IX gilt natiirlich auch fir das Axiomensystem der Mengenlehre
und dessen Erwelterungen durch rekursiv definierbare w-widerspruchsfreie Klas-
sen von Axiomen, da es ja auch in diesen Systemen unentscheidbare Sitze der
Form (x) F(x) (F' rekursiv) gibt.
. %) » ist widerspruchsfrei (abgekirzt als Wid (x)) wird folgendermaBen
definiert: Wid (¢) = (E z) [Form (z) & Bew, (2)].
%) Dies folgt, wenn man fiir » die leere Klasse von Formeln einsetzt.
" %) # hiingt nafiirlich (ebenso wie p) von x ab.
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Wid (x) —> (x) © B, 8b (7" IZQ(P))

d. h. nach (81):
Wid (1) —> (z) @ (z,p) (24)

Wir stellen nun folgendes fest: Simtliche in Abschnitt 2 6¢) und
Abschnitt 4 bisher definierte Begriffe (bzw. bewiesene Behauptungen)
sind auch in P ausdriickbar (bzw. beweishar). Denn es wurden iiberall
nur die gewdhnlichen Definitions- und Beweismethoden der klassischen
Mathematik verwendet, wie sie im System P formalisiert sind. Ins-
besondere ist » (wie jede rekursive Klasse) in 7 definierbar. Sei
w die Satzformel, durch welche in P Wid () ausgedriickt wird. Die
Relation @ (z,4) wird gemiB (8:1), (9), (10) durch das Relations-

zeichen q ausgedrﬁckt, folglich @ (z, p) durch » [da nach (12) r{=

19
L ap)

Wegen (24) ist also w Imp (17 Gen 7) in P beweisbar ¢7) (um
so mehr z-beweisbar). Wire nun w »-beweisbar, so wire auch 17 Gen »
#-beweisbar und darams wiirde nach (23) folgen, daf x nicht wider-
spruchsfrei ist. ;

Es sei bemerkt, daf auch dieser Beweis konstruktiv ist, d. h.
er gestattet, falls ein Beweis aus = fiir w vorgelegt ist, einen Wider-
spruch aus » effektiv herzuleiten. Der ganze Beweis fiir Satz XI
liBt sich wortlich aunch anf das Axiomensystem der Mengenlehre M
und der klassischen Mathematik®s) 4 iibertragen und liefert auch hier
das Resultat: Es gibt keinen Widerspruchslosigkeitsbeweis fiir M
bzw. 4, der innerhalb von M bzw. 4 formalisiert werden konnte,
vorausgesetzt dall M bzw. A widerspruchsfrei ist. Es sei ausdriick-
lich bemerkt, daff Satz XI (und die entsprechenden Resultate iiber
M, A) in keinem Widerspruch zum Hilbertschen formalistischen
Standpunkt stehen. Denn dieser setzt nur die Existenz eines mit
finiten Mitteln gefithrten Widerspruchsfreiheitsheweises voraus und
es wire denkbar, daB es finite Beweise gibt, die sich in P (bzw.
M, A) nicht darstellen lassen.

Da fiir jede widerspruchsfreie Klasse » w nicht x-beweisbar ist,
so gibt es schon immer dann (aus x) unentscheidbare Sétze (nimlich
w), wenn Neg (w) nicht z-beweisbar ist; m.a. W. man kann in Satz V1

= Sb( )] und der Satz () Q(z,p) durch 17 Gen r.

%) Von der Definition fir ,rekursiv anf Seite 179 bis zum Beweis von
Satz VI inkl.
: ) DaB aus (23) auf die Richtigkeit von « Imp (17 Gen ») geschlossen
werden kann, beruht einfach darauf, daB der umentscheidbare Satz 17 Gen 7,
wie gleich zu Anfang bemerkt, seine eigene Unbeweisbarkeit behauptet.
- 92‘5;) ngl. J.v.Neumann, Zur Hilbertschen Beweistheorie, Math. Zeitschr.
, 1927.
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die Voraussetzung der «-Widerspruchsfreiheit ersetzen durch die
folgende: Die Aussage ,x ist widerspruchsvoll® ist nicht »-beweisbar.
(Man beachte, dal es widerspruchsfreie x gibt, fiir die diese Aussage
z-beweisbar ist.) i

Wir haben uns in dieser Arbeit im wesentlichen auf das Sy-
stem P beschrinkt und die Anwendungen aunf andere Systeme nur
angedeutet. In voller Allgemeinheit werden die Resultate in einer
demniéchst erscheinenden Fortsetzung ausgesprochen und bewiesen
werden. In dieser Arbeit wird auch der nur skizzenhaft gefiihrte
Beweis von Satz XI ausfiihrlich dargestellt werden.

(Eingelangt: 17. XI. 1930.)

59



Models & Optimisation and Mathematical Analysis Journal VVol.03 Issue 01 (2015)

Printed in Tiaret, Dec. 2017

60



