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Résumé Dans ce travail, nous démontrons la stabilité forte de la chaine de Markov inclue dans un systeme
M/G/1 avec priorité absolue, aprés perturbation du taux de arrivée de clients prioritaire.

Nous déterminons les condition pour lesquelles, il sera possible d’approximer les caractéristiques du systeme
de file d’attente M>/G/1 avec priorité absolue par celles correspondantes du systéeme M/G/1 classique.
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9.1 Introduction

Dans ce travail, nous démontrons la stabilité forte de la chaine de Markov inclue dans
un systeme M /G /1 avec priorité absolue, apres perturbation du taux de arrivée de clients
prioritaire.

Nous déterminons les condition pour lesquelles, il sera possible d’approximer les ca-
ractéristiques du systeme de file d’attente Ms/G /1 avec priorité absolue par celles corres-

pondantes du systeme M/G/1 classique.

9.2 Description des modeles

Considérons un systeme de files d’attente My/G2/1(FIFO, oo) avec priorité absolue
non conservatrice. Les clients arrivent en deux classes selon un processus de Poisson. Le
flot des arrivées des clients prioritaires est A0, et celui des clients non prioritaires est .
Les durées de service étant indépendantes, de fonction de répartition 5'(¢) pour les clients
prioritaires (respectivement (3%(t) pour les clients non prioritaires). Le service d'un client
non prioritaire peut étre interrompu par un client prioritaire. Lorsque ce dernier termine
son service, s’il n” y a pas d’ autres clients prioritaires dans la file, le client interrompu
recommence le service a partir de début.

L’état du systeme de files d’attente My /Go/1 avec priorité absolue, en un instant t, peut
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étre décrit comme suit :

S(t) =A{X(t), K(t),e(t), t =0}
Ou :

) 1, si le client en service est prioritaire ;
e(t) = i . ) Lo
0, si le client en service est non prioritaire .

X(t) : le nombre de clients dans le systéeme a l'instant t.

K (t) : La durée de temps restante du service .

Nous avons utilisé la méthode de la chaine de Markov induite qui nous ramene a I’étude
de ce processus au cas discret. Les instants ”t,” de discrétisation sont, "L’instant de fin

de service”

En effet, nous introduisons les notations suivantes :

X?!.1 51 =1,2: est le nombre de clients prioritaires (respectivement non prioritaires)

dans le systeme a l'instant ¢,, .
tne1 : est Uinstant de fin de service.

Soit :
Al ;i = 1,2 : une variable aléatoire qui représente le nombre de clients prioritaires

ieme

(respectivement non prioritaires) qui arrivent pendant le service du (n + 1) client.
Les variables aléatoires A’ ,,, n = 1.2, ... sont indépendantes entre elles et leur distribution

est égale :

[e9) k
ay = P(AL, =Fk) = /0 %e‘wb’@)dt- (9.1)

Lemme 9.1. La suite (X!, X?) forme une chaine de Markov, d’opération de transition

Pyi(i, 7, 0);; >0 défini par :

(o ()\Qt)ikarl ()i

of(z'—k+1)! oo e b dt,

si k>0, >0 1>0,i>k—1

1 A7~ Atz2 60T Q00T It N9+
9 ) Gomore 0 (t)dt‘f‘mg TG © O+Dt pL(t)dt.

Pk,l(iajv (9) =
si k=0,7>1,i>0
0 o (M) (M) iy 1 s (At)!
b t) dt + ———
i T O A+ Gogp b
|+t S0 (A68)" Q?Q] e MOV LY dt si >0, >0, k=0, [ =0.

il

e MY (t) dt+
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Remarque 9.1 Dans tous ces cas, les variables aléatoires A, et A%, | ne dépendent pas

des événements qui se sont produits avant le début du (n)*™¢ service

Considérons en méme temps le systeme M, /G4 /1 avec priorité absolue, et § = 0 (ce n’est
rien d’autre que le systeme M/G/1 classique )
Soient :
X,i : le nombre de clients prioritaires dans le systéme juste apres la fin de service du nfme
client.
ng . est le nombre de clients non prioritaires dans le systeme apres la ”fin” de service du
nieme client.
Le noyau de transition f’k,l(i, 7, 0) est donnée par :

(oo (M)

o G-

e N BL(t) dt, st i=k—1j>1 k#0, 1 >0,

o (At)jflJrl

Pui(ing, 0) = 4 Jo TEE e M V() dt, si 1<I<j+1, k=0,i=0, 140,
o (A)] )\t 1.2 PR .
I e V(t) dt, si i>0, j>0, k=0, [=0,

L 0 ailléurs.

9.3 Stabilité forte dans un systéme prioritaire M>/G2/1 avec
priorité absolue non conservatrice

Cette section concerne I'étude de stabilité forte de la chaine de Markov inclue dans un
systeme M/G/1 avec priorité absolue, apres perturbation du taux de arrivée de clients
prioritaire.

Nous déterminons les condition pour lesquelles, il sera possible d’approximer les ca-
ractéristiques du systeme de file d’attente My /G5 /1 avec priorité absolue par celles corres-

pondantes du systeme M/G/1 classique.

Théoréme 9.1 Supposons que dans un systéme d’attente M /G /1, les conditions d’ergo-
dicité suivantes sont vérifiées :

1) NEU) <1

2) Ja>0 tel que E(eV) = 06 ““ hy(u) du < .
Alors pour tout o« > 1, la chaine de Markov X, dans le systeme M /G /1 avec priorité
absolue est fortement v-stable pour la fonction V = ai*J

ol



64 Naima HAMADOUCHE

p= max(fl()\a B 2)7 f2)‘05 - A)) < 1. (92)

f(z) = B(e") = /OOO e™ b(u)du. (9.3)

avec u étant la variable aléatoire caractérisant la durée de service des clients prioritaires

(resp, mon prioritaires ) dans le systéme Msy/Go/1 avec priorité absolue.

Preuve 2 Montrons que la chaine de Markov X, = (X!, X2) est fortement stable pour

la fonction :

V:NxN%Ri

(i, §) — V(i j)=a', a> 1.
Pour se faire, choisissons une fonction mesurable h(k, 1) définie par :

h:NxN—R

(k, 1) — =0, 1=0)
et une mesure « telle que

a:o(N) x o(N) — R
(i7 ]) — pO,O(Ovja O)

Ot o(N) est l'algébre définie sur N et

(At)/
;!

ﬁo,o(O,j,O)z/ e V(t) dt  sii=0, k=0,1=0, j>0.
0

9.4 Estimation de la stabilité forte

Afin d’obtenir I'erreur due a 'approximation du systeme M, /G5 /1 avec priorité absolue,

estimons au préalable la norme de déviation de I'opérateur de transition P par rapport a

~

P.
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9.4.1 Estimation de la norme de déviation de 'opérateur de
transition

Théoréme 9.2 Pour tout « tels que a > 1 nous avons l'inégalité :
A=l P=Pll, <D.

ot
0> +20
All, £ D =——— fi(Aald + Ao — A0 — N). 9.4
Preuve 3 Conformément a la définition de la norme d’opérateur(??)on a :
1 &) [lo =1 P =P [l =supsup—= > ™| Ayy(i5,0) |

k>0 1>0 >0 50

o1,

’Ak,l(iujv O) | = ’Pk,l@vj? 9) - pk,l<i7j7 0)|

1r. R X
| Apall < - A =X) = filda— A — X)) + fi(hab + da — N — \) (9.5)

Nous devons choisir la plus grande des estimations obtenues. Choisissons

0% +20 .

A, < D = CESE fi(had + o — N0 — \)

9.4.2 Fonction Génératrice

Pour pouvoir estimer la norme ||7||, nécessaire pour I'obtention des inégalités de stabi-

lité, calculons la fonction génératrice I1(Z1, Zs) de 7.
Lemme 9.2. Supposons que dans un systeme M /G/1, les conditions suivantes sont

{ AE(u) < 1,

Ja > 0, tel que E(e™) = [7 ™ by(u)du < oo.

vérifiées :

Alors, nous avons 1’égalité :

(Z: = 1) /oA — )‘>.(1 _ é) (9.6)

1(Zy, Z5) = .
i 22) Zy = f2(AZ2 = A) K

ou :
Fo(AZy — \) = / M7=V by (1) dt. (9.7)
0
et

J= B(u) = /0 T b(t) dt. (9.8)
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9.4.3 Estimations quantitative de stabilité

Le théoreme suivant permet de délimiter le domaine d’approximation et de fournir

l'erreur commise sur la distribution stationnaire.

Théoreme 9.3 Supposons que dans un systeme M /G /1 avec priorité absolue, la condition

d’ergodicité géométrique soit vérifice. Alors sous la condition : D < P et Va, a>1

on a lestimation :
||m — 7], < W.

Wy=D1+W)W (1-p—(1+W)D)™". (9.9)
W= (6= D= Mt (9.10)
ou p est définis dans (77)

Preuve 4 Lutilisation du théoréme (?7?), nous permet de constater que pour prouver le
théoréme précedent, il est suffisant d’estimer ||mol|, et || |-

Calculons d’abord ||7oll, = > > V(ij)7 (i, 4,0).
i>05>0
ot

V(i,j) =o't

Il découle directement du lemme (9.2) et de la définition ||.||, que :

o (a=DhRa=N) A A
Foll. = a— folha = \) S M) S M)l—ﬂ v
Alors
|| 7ol = W.

De léquation (??) et de linégalité o' > 1, nous avons :

1, = supsup 7 < 1.

k>0 1>
Par définition |
C=14 ([Tl #ll=1+W

1—p 1—p
DNy ], < = .
180 flv < C 1+W

Par conséquent ,

| 7—# |l =D(1+W)W(L—p—(1+W)D)™".
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9.5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons prouvé ’applicabilité de la méthode de stabilité forte au
systeme d’attente M/G/1 avec priorité absolue, apres perturbation des flot des arrivées.
Nous avons clarifié les conditions d’approximation des caractéristiques du systeme de files
d’attente My/Go/1 avec priorité absolue non conservatrice par le systeme M/G/1 classique.
La méthode de stabilité forte permet également d’obtenir les estimations quantitative de
stabilité.

Comme perspective immédiate, il y a lieu de traiter un cas concret, puis de comparer

les résultats obtenus avec ceux de la simulation.





