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Résumé Les problemes de stabilité des modeles stochastiques sont plus que jamais d’actualité, comme le prouve
Porganisation annuelle d’une Conférence Internationale spécialisée (celle de 2004 aura lieu & Vilnius - Lituanie en
septembre prochain), ainsi que la publication réguliere d’'un numéro spécial du Journal of Mathematical Sciences
(Kluwer Academic Publishers). L'objectif de cet exposé est de situer la place de I’approche de stabilité forte
au sein des tendances actuelles de recherche dans le domaine de la stabilité (ou de la continuité) des Modeles
Stochastiques. Il s’agit également de faire quelques remarques sur les travaux réalisés (sur les problemes de
stabilité) ces dernieres années au niveau du Laboratoire LAMOS, puis de discuter les éventuelles perspectives de
recherche.
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Les problemes de stabilité des modeles stochastiques sont plus que jamais d’actualité,
comme le prouve 'organisation annuelle d'une Conférence Internationale spécialisée (celle
de 2004 aura lieu a Vilnius - Lituanie en septembre prochain), ainsi que la publication
réguliere d'un numéro spécial du Journal of Mathematical Sciences (Kluwer Academic
Publishers). L’objectif de cet exposé est de situer la place de 'approche de stabilité forte
au sein des tendances actuelles de recherche dans le domaine de la stabilité (ou de la
continuité) des Modeles Stochastiques. Il s’agit également de faire quelques remarques
sur les travaux réalisés (sur les problemes de stabilité) ces dernieres années au niveau
du Laboratoire LAMOS, puis de discuter les éventuelles perspectives de recherche. Pour
ce faire, nous précisons d’abord l'intérét pratique des problemes de stabilité (§.1), puis
rappelons les fondements théoriques de I'approche de stabilité forte (§.2). Apres le rappel
de la définition (§.3), nous énumérons les parametres ” perturbables ” (§.4), ainsi que les

systemes spécifiques considérés (§.5).
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9.1 Stabilité des Systemes Complexes

La demande constante d’élévation de l'efficacité de fonctionnement des systemes pose
aux constructeurs et aux exploitants de ces systemes une série de problemes sérieux, liée,
en particulier au début du projet, a la réalisation d’une analyse qualitative et quantitative
d’efficacité de fonctionnement (entre autre, a une étude de 'ergodicité et de la stabilité).

En effet, 'un des problemes qui apparaissent lors de la conception et de I'exploitation
des systemes complexes est justement ’analyse de la stabilité de leur fonctionnement. La
résolution de ce probleme permet d’établir a quel point le processus de fonctionnement

réel du systeme correspond a celui étudié dans les calculs.

Précisons ici qu’il existe plusieurs définitions de la notion de stabilité (au sens Loynes,
au sens Liapounov,...). Les différentes formes de stabilité décrivant le comportement du
systeme complexe sont choisies en fonction du probleme a résoudre et de la fonction du
systeme. Ainsi, un systeéme peut étre stable par rapport a une définition et ne pas étre
stable par rapport a une autre définition. De méme qu’un systeme peut étre stable par
rapport a certaines perturbations dans le sens d’une définition et ne pas étre stable au sens

d’un autre définition.

9.2 Ergodicité uniforme et stabilité forte des chaines de Markov

Dans un premier temps, nous rappelons les concepts d’ergodicité uniforme et de stabi-
lité forte des chaines de Markov, par rapport a des normes données dans les espaces de
mesure et de noyaux de transition [15], [20]. Nous discutons un certain nombre de condi-
tions nécessaires et suffisantes pour 'ergodicité et la stabilité, ainsi que I’équivalence de ces
concepts (cf. [3]). Ces concepts avaient généralisé les notions de base des chaines a noyau de
transition quasi-compact ([22], (chap. 5)), ([26], (chap. 6)) et des chaines récurrentes for-
tement positives [16]. Les nombreux exemples traités (voir bibliographie) prouvent qu’une
large classe de chaines de Markov (de type Marches aléatoires) n’ont pas la propriété de
récurrence fortement positive et ne sont pas quasi-compactes. Cependant, ces chaines sont
uniformément ergodiques pour un choix judicieux de la norme poids. A ce niveau, il est
intéressant de réaliser une étude sur les méthodes de construction des fonctions poids. En
effet, le choix de la norme correspondante (convenable) conduit a rechercher une fonction

r-excessive v (cf. [3]).
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Dans un deuxieme temps, nous rappelons également le critere de stabilité forte. A ce

Y

niveau, il est important de bien comprendre la signification ” physique ” de certaines
conditions (condition de perturbation, vitesse de convergence, retour des états lointains).
Pour la norme égale a la variation totale, les conditions du théoreme sont équivalentes

aux conditions de Doeblin pour le noyau quasi-compact (cf. [22]).

Dans un troisieme temps, nous nous attardons sur les possibilités de généralisations (cf.
[15], [20], [21]). Nous savons que les concepts avaient été utilisés pour obtenir de nouveaux
théoremes limites sur la base de la méthode analytique de la théorie de perturbation (cf.
Le livre de base de Tosio Kato). Des inégalités avec un calcul exact des constantes ont été
obtenus. Pour avoir des perspectives, ces possibilités de généralisation (affaiblissement des

conditions, espaces plus généraux, démonstrations non construites sur un méme schéma)
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doivent étre illustrées par des applications. De cette maniere, les résultats appliqués seront
nouveaux. Ainsi, pour un exemple de type "marche aléatoire”, les estimations quantitatives

dans les théoréemes d’ergodicité et de stabilité des chaines de Markov ont été obtenus [21].

9.3 Stabilité des Modeles Stochastiques

a) Modéles stochastiques :

7 2

Le terme ” Modele stochastique ” concerne les modeles mathématiques de files
d’attente, de fiabilité, de gestion des stocks, de planification des expériences et
autres domaines de la théorie des probabilités appliquées dans lesquels des in-
fluences aléatoires agissent. Un consensus n’a pas encore été trouvé pour les exprimer

mathématiquement. Néanmoins, on distingue deux types de modeles stochastiques :

1. Modeles ” finis : Ce sont des modeles dont le comportement peut étre décrit
par N variables aléatoires Xi,..., Xy . Suivant la structure du modele, les X;
peuvent désigner des quantités qui varient simultanément, 'une apres ’autre ou
d’une autre maniere, et lorsque elles terminent toutes leurs variations, la vie du
systeme se termine. Le probleme général est de considérer les propriétés d’une

variable aléatoire Z décrivant le comportement du systeme et ayant la forme
Z=>(Xy,...,XpN) (9.1)

pour une application appropriée @.

2. Modeéles ,,Récursifs” : Soit une séquence infinie de variables aléatoires {X,,}
décrivant les influences aléatoires sur le systéme aux instant ¢, (déterministes ou
aléatoires), avec t, < t,11, n = 1,2,... L’état du systéme a Uinstant ¢, est

décrit par une variable aléatoire Z,; donnée par la formule récursive

ol les ¢, sont des applications appropriées. Des exemples de modeles d’attente et
de gestion de stocks sont donnés dans [27].
b) Propriétés qualitatives :
Etudier mathématiquement les modeles stochastiques, c’est obtenir des estimations
des quantités qui, pour un modele Y  donné, avec une structure spécifique et des
distributions F; des X;, décrivent son comportement.
Soit Cs~ une certaine caractéristique du modele ) et soit Cs~ I'ensemble des valeurs
possibles de Cs~. Pour une structure et une distribution initiale données, Cs~ dépend

uniquement des F; et on écrit
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Csy = CZ(F17F27 .)€ Cx

Pour des modeles simples, on peut déduire une expression explicite de Cs~ . Cepen-
dant, dans plusieurs situations, cela n’est pas possible et les calculs mathématiques
peuvent mener a des formules compliquées et qui ne peuvent pas étre exploitées en
pratique.
De telles circonstances nous suggerent de rechercher les propriétés qualitatives de Cs-
par rapport aux Fj , i.e , la maniere avec laquelle Cs~ est affectée par les changements
en F; .
Les principales propriétés qualitatives des modeles stochastiques incluent 'invariance
(i.e, pour des espérances mathématiques fixées, une déviation des F; n’a pas d’influence
sur Cy~ ), la monotonie (i.e, un ” accroissement ” des F; dans un certain sens, entraine
un 7 accroissement 7 de Cy~), et la stabilité (i.e, de petites perturbations dans les
F; entrainent de petites perturbations de Cy~). A T'aide des propriétés qualitatives,
on peut obtenir des formules pour les estimations ou bien choisir concretement des
approches d’approximation (cf. [27]).

c) Position du probléme :
Soient > , >, (k =1,2,...), des modeles stochastiques de méme structure, de dis-
tributions dirigeantes E,, et E,, (m = 1,2,...),Cy: une certaine caractéristique du
modele Y.
Nous comprendrons par B,,(m = 1,2,...) l'espace des distributions dirigeantes
E,, € B,, et soient 7 la convergence d'un certain type sur B, , 8 la méme forme de
convergence sur I'espace image Cs~(By, Ba, . . .) . Nous nous intéressons a la vérification

de la relation suivante

Em,k%Em = OZ (El,kza .. )g CZ(E:[, Ez, .. ) (93)

Si cette relation est vérifiée, nous dirons que les caractéristiques Cs> sont stables (ou
continues) pour E,,

d) Stabilité forte :
L’applicabilité de la méthode de stabilité forte a été prouvée pour différentes classes
de modeles stochastiques. Un cycle de recherche a déja été réalisé pour la systemes
de files d’attente (cf. paragraphe suivant). Cependant, les recherches sont encore a un
stade embryonnaire pour les autres classes : Réseaux de Files d’Attente (perturbation
de la durée de service du premier serveur) [17], gestion des stocks (perturbation de la
loi de commande) [23] et théorie de fiabilité (perturbation du taux de panne [1], et

du taux de vacances [24]).
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Les perspectives de recherche les plus intéressantes (et les plus complexes) concernent
les autres types de modeles stochastiques. A ce niveau, il est nécessaire de réaliser au

préalable une étude bibliographique complete.

9.4 Stabilité des systemes de files d’attente

L’une des particularités de la théorie des files d’attente est I’étude des processus pro-
babilistes de type spéciaux. En TFA, une place particuliere est occupée par les méthodes
d’analyse asymptotique des processus de service. La théorie de stabilité (ou de continuité)
des SFA appartient a ’analyse asymptotique des processus de service

a) Intérét : En regle générale, les valeurs des parametres de départ des systemes ne

sont connues qu’approximativement (elles sont définies sur la base de méthodes sta-
tistiques), ce qui conduit & des erreurs pour le calcul des caractéristiques recherchées.
C’est pourquoi dans la pratique, les inégalités de stabilité sont utilisées pour estimer
numériquement ’erreur de définition des caractéristiques recherchées, pour de petites
perturbations des parametres de ces systemes.

Par stabilité d'un systeme, nous comprenons une dépendance continue des ca-
ractéristiques de fonctionnement de ce systeme par rapport a ses parametres. En
théorie de stabilité, nous clarifions les conditions pour lesquelles, pour tel systeme
d’attente, de petites déviations dans la distribution des suites dirigeantes entrainent
de petites déviations dans la distribution des caractéristiques stationnaires et non

stationnaires des systemes que nous considérons. En d’autres mots, nous clarifions
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les conditions pour lesquelles la proximité (d’une maniére ou d’une autre) des suites
dirigeantes entrainent la proximité des caractéristiques étudiées.

b) Particularité de la méthode de stabilité forte :
Depuis larticle de Rossberg en 1965, les auteurs ont formulé différentes positions du
probléme et proposé différentes approches (cf. [9], [13], [25], [28],. . .). A la différence de
ces approches, nous supposons que la perturbation du noyau de transition est petite
par rapport a une certaine norme d’opérateurs. Cette condition, beaucoup plus stricte
que les conditions habituelles, permet d’obtenir essentiellement de meilleurs approxi-
mations pour les distributions stationnaires perturbées. De plus, sur la base de cette
méthode (de stabilité forte), il est possible d’obtenir une décomposition asymptotique
pour les caractéristiques stationnaires des chaines perturbées.

c) Méthodologie générale :
Elle est basée sur ’approche opérationnelle de la théorie de stabilité. A la chaine de
Markov qui décrit le systeme de files d’attente est mis en correspondance son opérateur
de transition dans ’espace des mesures, puis, I’on choisit la norme dans cet espace de
telle sorte qu’elle soit fortement v-stable.

d) Perturbation des paramétres :
Dans un premier temps, la perturbation a concerné le flot des arrivées [4], la distri-
bution de service [7] et la structure du systeme [19]. Un algorithme a été élaboré afin
d’estimer 'erreur d’approximation, et donc de mesurer les performances du systeme
[10], et ce, méme dans le cas ou la fonction densité (caractérisant la loi des arrivées

ou des durées de service) est inconnue [6].
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La perturbation de ces parametres de base des SFA peut encore mettre en évidence
de nombreux problemes ouverts intéressants. Il s’agit notamment des systemes ayant
un intérét pratique spécifique, ainsi que tous les systemes pouvant étre utilisés dans
I'étude de la stabilité des Réseaux (en particulier lorsque la formule produit peut étre
appliquée).

A ce niveau, il est nécessaire de faire quelques remarques. Tout d’abord, la démarche de
démonstration du troisieme cas (perturbation de la structure du systeme) est différente
de celle des deux premiers cas. Dans ces derniers, au lieu d’appliquer les concepts, c’est
le critere de stabilité forte qui a été a la base des démonstrations. Les différentes étapes
intermédiaires nécessaires constituent des recherches qui ont un intérét particulier.
D’un autre coté, les frontieres d’application des résultats obtenus doivent étre
déterminé avec précision. Par exemple, faut-il toujours, pour pouvoir appliquer la
méthode des opérateurs, toujours vérifier la condition de type condition de Cra-
mer (p(y) < 1)7 Par ailleurs, est-il possible d’affaiblir la condition d’ergodicité
géométrique ? Enfin, a la maniere de [2], il est important de mettre en évidence
toutes les conséquences possibles des inégalités de stabilité avec un calcul exact des

constantes.
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c) Classes de systémes de files d’attente spécifiques :
La méthode a également été appliquée a des classes spécifiques de systemes de
files d’attente : systemes avec rappels, systemes avec priorité, systemes non fiables,
systémes avec vacances. La perturbation a concerné 'intensité de service [18], le pa-

rametre de rappels [8] et le taux de vacance [24].
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Fig. 4 : Classes de Systemes d’Attente Spécifiques

L’intérét de I’étude sur les systemes non fiables était intéressante dans la mesure ou
la chaine induite (décrivant le systeme étudié) était une chaine triple.
f) Quelques problémes ouverts :

Chacune des classes de SFA spécifiques fait partie aujourd’hui des domaines de re-
cherche les plus actuels, en raison des possibilités d’application aux problemes réels.
C’est le cas par exemple des systemes avec rappels, qui font régulierement 1’objet de
publications d’articles de syntheses (Falin, Aissani, Artalejo) et de I'organisation d’un
Workshop spécialisé (le prochain aura lieu cette année en Corée).

Dans chacune de ces classes, il est possible de réaliser un cercle de recherche, en
prenant en compte leur spécificité. Ainsi, pour les systemes non fiables, 1’étude la
plus originale sera probablement de considérer la perturbation du taux de panne. Des

études sont également possible pour d’autres classes de systemes spécifiques. C’est par
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exemple le cas des systemes a arrivées par groupes ou la perturbation peut concerner
la loi décrivant la taille des groupes [11]. Il y a lieu également de calculer (lorsque cela
est possible) les caractéristiques des systemes perturbés. C’est le cas par exemple de
la distribution de la taille de la file dans le systeme M, /G5/1 avec priorité relative qui
peut étre calculé explicitement en termes de fonctions génératrices et de transformées

de Laplace. A ce niveau, il y a lieu de tenter une étude comparative (méme théorique).

9.5 Perspectives

Les investigations dans le domaine de la stabilité des modeles stochastiques sont d’ac-
tualité, notamment en raison du fait que la question de la qualité des estimations obtenues
est encore ouverte. La méthode de stabilité forte a un avantage du fait qu’elle permet
I'obtention des inégalités de stabilité avec un calcul exact des constantes.

La poursuite des investigations doit se faire suivant une stratégie de recherche précise
(suite logique entre les travaux, spécificités et liens entre les problemes). Il faut tenter de
traiter les cas de systémes qui sont d’actualité (notamment du point de vue des applications
pratiques) et pour lesquels il n’existe pas encore de résultats analytiques. Les résultats les
plus intéressants seront ceux qui pourront étre obtenus en utilisant des démonstrations
spécifiques.

Dans I'immédiat, ce qui nous parait le plus important, c¢’est de compléter I’étude biblio-
graphique sur les méthodes de stabilité et de s’ouvrir sur les autres méthodes d’approxima-
tion, en particulier dans I’étude des cas ou il n’existe pas encore de résultats analytiques. En
effet, a ce niveau, les méthodes d’approximation, les méthodes numériques et la simulation
sont les seules approches possibles.

Il est également important de tenter une application aux systemes complexes. Le cas
le plus intéressant est les Réseaux de Télécommunication, car notre laboratoire commence
a comprendre la ” philosophie ” spécifique de ces systemes. Ceci a été possible apres la
concrétisation d’'un accord - programme Algéro - Francais entre les laboratoires LAMOS
Béjala et LIM Marseille, ainsi qu’apres la mise en ceuvre de plusieurs theses (Imloul-
Arezki, Dehas, Taghzouti-Mekaouche, Touati - Hadji, Imloul, Aissani-Adel). Une premiere
tentative a été réalisée pour ’évaluation des performances des systemes informatiques (cf.
[10]). Pour que ce projet devienne effectif, il faudrait néanmoins commencer par avancer
dans 'application de la méthode aux réseaux de files d’attente et aux systemes a plusieurs

canaux.
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Conclusion

Les recherches réalisées ces dernieres années concernant la méthode de stabilité forte
ont permis d’enregistrer d’énormes progres dans I'extension des fondements théoriques et
dans I'applicabilité (du point de vue théoriques) a plusieurs classes spécifiques de systémes
d’attente et autres types de modeles stochastiques (stocks, fiabilité). Cependant, I’avancée
la plus considérable consiste a la mise en place d’'une démarche rationnelle de traitement
de cas concrets de la pratique. Des exemples numériques ont notamment confirmé la puis-
sance de la méthode. C’est pourquoi ces résultats, devenus classiques, nécessitent une
grande résonance. A cet effet, il y a lieu de réaliser un travail d’investigation sur les revues

spécialisées et surtout de rédiger une monographie sur la question.
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