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Unité de recherche LaMOS (Laboratoires de Modélisation et d’Optimisation des Systèmes)
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Résumé Comme première tentative d’application de la méthode de stabilité forte aux modèles stochastiques RdP
”Réseaux de Petri” nous avons établie la stabilité forte du M/M/1 − GSPN (generalized stochastic Petri net
associé au système d’attente M/M/1) après perturbation de la durée de service du système M/G/1 −MRSPN
(Markovian Regeneratif Stochastic Petri Nets associé au système M/G/1). En effet, en premier lieu, nous avons
définie de façon formelle les processus stochastiques associés aux réseaux de Petri stochastiques modélisant les deux
systèmes : le système original, non markovien ”M/G/1” et le système idéal, markovien ”M/M/1”. Par la suite,
nous avons obtenu les conditions nécessaires de stabilité forte de ces systèmes et finalement nous avons obtenu les
bornes de perturbations induites.

Mots clefs : Réseaux de Petri, GSPN, MRSPN, Stabilité forte, La file M/M/1, La file M/G/1, Perturbation.

14.1 Introduction

La théorie de la stabilité de Lyaponuv a fournie les outils nécessaires pour aborder

le problème de stabilité pour les systèmes à événements discrets modélisés par les RdP

temporisés dont le modèle mathématique est donné en termes d’équations différentielles.

La méthode de stabilité forte a fait l’objet d’un cycle complet de recherche dans le do-

maine des files d’attente (F.A.) en considérant la perturbation de différents paramètres

[9]. Nos premiers travaux de recherche, sont orientés vers l’élargissement du champs d’ap-

plicabilité de cette méthode aux réseaux de files d’attente (R.F.A.) [6,7,8]. Cependant cet

élargissement n’a pas été évident et ceci est dû principalement aux flots inter-stations qui

ne sont pas souvent markoviens d’où la difficulté d’obtention de la châıne de Markov (CM)

qui gère ces réseaux. Face à cette difficulté, on a envisager l’obtention des châınes de Mar-

kov via les formalismes des RdP surtout que ces derniers ont été utilisés dans la littérature

pour modéliser les systèmes de files d’attente (SFA) [2]. Ainsi, on a commencer par la

modélisation de quelques SFA par le formalisme GSPN [3, 4, 5]. Pour appliquer la stabilité

forte à des modèles de RdP on a opté pour l’étude de la stabilité du modèle le plus simple

des SFA à savoir M/M/1 et ce après perturbation de la distribution de service de M/G/1.

Le but serait alors de pouvoir approximer les caractéristiques de ces deux systèmes. Ce-
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pendant le processus stochastique associé au M/G/1 − GSPN n’est pas markovien, il a

été nécessaire de faire appel aux processus semi régénératifs induits de ce système pour

obtenir la CM induite qui lui est associée afin de pouvoir appliquer la méthode de stabilité

forte.

14.2 Les modèles de RdP associés à M/M/1 et à M/G/1

Un réseau de Petri stochastique peut être interprété comme une représentation gra-

phique d’un processus stochastique et pourra être étudié par une approche probabiliste.

Cette approche a comme ambition une définition mathématique du processus stochastique

sous-jacent au réseau de Petri. Cette formalisation permettra d’obtenir des résultats analy-

tiques sur les réseaux de Petri dont les processus sont markoviens ou semi-régénératifs. La

modélisation du système M/M/1 illustrée dans la Fig.14.1, est obtenue grâce au formalisme

GSPN, cependant celle du système M/G/1, illustrée dans la Fig.14.2, on a dû l’obtenir

par le formalisme MRSPN puisque ce système est non markovien et le recours aux proces-

sus semi régénératifs pour l’obtention de la CM induite était nécessaire. Les instants de

régénérations considérés sont donnés en face des figures illustratives du M/M/1−GSPN
et du M/G/1−MRSPN .

Figure 14.1. Le M/M/1−GSPN et son graphe d’accessibilité
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Figure 14.2. Le M/G/1−MRSPN et son graphe d’accessibilité

14.2.1 La matrice de transition de la châıne de Markov induite du
M/M/1 −GSPN

P = (pij) =


1, i = 0, j = 1;

aj = µ
1+µ

(
λ

1+µ

)j
, i > 0, j ≥ i− 1;

0; otherwise.

14.2.2 La matrice de transition de la châıne de Markov induite du
M/M/1 −GSPN

P =


1, if i = 0, j = 1;∫∞

0
(λx)j−i+1

(j−i+1)!
e−λxdE(x), if, i ≥ 1, j ≥ i− 1;

0, otherwise.

(14.1)

14.3 Stabilité forte du M/M/1 −GSPN

Pour la mesure α, la fonction mesurable h et la fonction test v suivantes :

v : N −→ R∗+,

l 7−→ v(l) = βl; with β > 1,

h : N −→ R,

k 7−→ h(k) =


1− a1 = 1− µ

1+µ

(
λ

1+µ

)
, if i = 0;

a1 = µ
1+µ

(
λ

1+µ

)
, if i = 1;

0, otherwise.

α : N −→ R+

j 7−→ α(j) =

{
1, if j = 1;
0, otherwise.

Le critère de stabilité [1] est vérifié sous les conditions du théorème suivant :
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Théorème 14.1 On suppose que λ
µ
< 1, alors pour tout β tel que 1 < β < λ

µ
, la châıne de

Markov induite du M/M/1−GSPN est fortement v-stable pour la fonction test v(l) = ßl.

14.4 Déviation de la distribution stationaire :

Cette déviation est donnée sous les conditions du théorème suivant :

Théorème 14.2 Soit π (resp. π) la distribution stationnaire de la châıne de Markov in-

duite du modèle M/M/1 − GSPN (resp : M/G/1 − MRSPN). On supposant que les

conditions du théorème précédent sont satisfaites, alors pour tout 1 < β < λ
µ

et sous la

condition w < (1−ρ)(µ−λβ)
2µ−λ(1+β)

on a l’estimation suivante :

‖π − π‖ ≤
w
(
µ−λ
µ−λβ

)(
2µ−λ(1+β)
µ−λβ

)
1−

(
µ

λ+µ

)(
1

β(1− βλ
λ+µ

)

)
− w

(
2µ−λ(1+β)
µ−λβ

) . (14.2)

14.5 Conclusion

Dans ce travail nous avons donner une idée générale sur nos travaux de recherche. Un

intérêt particulier est porté sur l’application de la stabilité forte aux modèles des RdP

vu que c’est la première tentative d’application de cette méthode sur ces modèles sto-

chastiques. En effet, nous avons établie la stabilité forte du GSPN − M/M/1 puisque

notre objectif était d’approximer les caractéristiques du M/G/1 − MRSPN par celles

du M/M/1 − GSPN qui sont faciles à obtenir. Le modèle M/M/1 − GSPN est plus

simple et plus exploitable. Notre approche de stabilité, nous a permis d’obtenir des bornes

supérieures explicites pour l’erreur de cette approximation. Pour cela, nous avons construit

le RPSG associé à la file M/M/1 et le RPSMG associé à G/M/1 et nous avons analysé

la stabilité de M/M/1 après perturbation de la distribution de la durée de service. En

outre, nous avons obtenu les inégalités de stabilité. La principale contribution de ce papier

consiste à combiner la théorie de la stabilité forte avec les modèles des RdP pour donner

une solution Complète et précise de la stabilité.
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