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Résumé L’approximation d’une distribution positive quelconque par une distribution de type phase est toujours
possible car l’ensemble des distributions de type phase est dense dans l’ensemble des distributions positives. Dans
ce travail nous avons étudié la stabilité forte de la châıne de Markov induite des systèmes PH/M/1 et M/PH/1
après perturbation de la loi des arrivées et de la durée de service des systèmes GI/M/1 et M/G/1. En plus de
l’affirmation qualitative, nous obtenons dans chaque cas une estimation de l’erreur d’approximation donnée par
une borne supérieure de la norme de la déviation de la distribution stationnaire de la châıne de Markov induite.
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4.1 Introduction

L’approximation d’une distribution positive quelconque par une distribution de type

phase est toujours possible car l’ensemble des distributions de type phase est dense dans

l’ensemble des distributions positives.

Théorème 4.1 ?? L’ensemble des distributions de type phase PH est dense (au sens de

la convergence faible) dans l’ensemble des distributions positives P. D’une manière plus

générale : pour toute distribution positive F ∈ P possédant un moment d’ordre p, (µ
(P )
F )

fini, il existe une suite de distributions Fk ∈ PH telle que : Fk → F et µ
(q)
Fk
→ µ

(q)
F pour

tout q ≤ p.

4.2 Stabilité forte dans le système M/PH/1

Considérons le système (Σ̄) de files d’attente M/G/1 à un seul serveur, à capacité infinie

et de discipline de service FIFO. Le nombre de clients dans le système (Σ̄) , juste après le

départ du nème client, est donné par la châıne de Markov X̄ = {X̄n, n = 0, 1 . . .} dont la

matrice de transition est notée par P̄ = (P̄ )ij :
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Figure 4.1. Exemples d’approximation

P̄ij =


f̄j si i = 0,
f̄j−i+1 si 1 ≤ i ≤ j + 1,
0 ailleurs.

(4.1)

avec :

f̄k =

∫ +∞

0

(λt)k

k!
e−λt dF (t).

Considérons également le système (Σ̂) de files d’attente M/PH/1, où la durée de service

est distribuée selon une distribution de type phase PH de paramètres (−→τ , T ).

• Matrice de transition :

P̂ij =


f̂j si i = 0,

f̂j−i+1 si 1 ≤ i ≤ j + 1,
0 ailleurs ;

(4.2)

avec :

f̂k =
−→τ
j!

∑
n≥0

T n

n!
−→v 1

λn+1
Γ (j + n+ 1). (4.3)

4.2.1 v-stabilité forte de la châıne de Markov X̂

• Montrons qu’il existe ρ < 1 tel que Tv(i) ≤ ρv(i). En effet, on a :

Tv(i) = βi
( −→τ
βλ(1− β)

∑
n≥0

( T

λ(1− β)

)n−→v ),
≤ βi

( −→τ
βλ(1− β)

1

1− T
λ(1−β)

−→v
)
;

d’où :

ρ =
−→τ

βλ(1− β)

1

1− T
λ(1−β)

−→v . (4.4)
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4.2.2 Inégalités de stabilité

Soient π̂ et π̄, les distributions stationnaires des châınes de Markov décrivant respecti-

vement les états des systèmes (Σ̂) et (Σ̄). Alors, pour tout β, et sous la condition :

W (F, PH) <
(1− ρ)

βC
, (4.5)

on a :
+∞∑
j=0

βj|π̄j − π̂j| ≤
β
(
1 + G(β)

)
G(β)

1− ρ− β
(
1 + G(β)

)
W (F, PH)

W (F, PH), (4.6)

où : ρ =
−→τ

βλ(1−β)
1

1− T
λ(1−β)

−→v ,

G(β) = π̂0
β−1

β−H∗(λ(1−β))
H∗(λ(1 − β)), π̂0 = 1 + λ−→τ T−1e, H∗(λ(1 − β)) = τ0 + −→τ (λ(1 −

β)I − T )−1−→v
C = 1 + G(β).

4.3 Stabilité forte dans le système PH/M/1

Description et notations relatives aux modèles :

Considérons le système (Σ̃) de files d’attente GI/M/1

P̃ij =


d̃i+1−j =

∫ +∞
0

(µt)i+1−j

(i+ 1− j)!
e−µt dG(t) si 1 ≤ j ≤ i+ 1,

1−
i∑

k=0

d̃k si j = 0,

0 ailleurs.

(4.7)

Considérons également le système (Σ) de files d’attente PH/M/1 :

Pij =


di+1−j =

−→τ
(i+1−j)!

∑
n≥0

Tn

n!
−→v 1

µn+1Γ (i+ 2− j + n) si 1 ≤ j ≤ i+ 1,

1−
i∑

k=0

dk si j = 0,

0 ailleurs.

(4.8)

4.3.1 v-stabilité forte de la châıne de Markov X

• Montrons qu’il existe ρ < 1 tel que Tv(i) ≤ ρv(i). En effet, on a :

Tv(i) =
i+1∑
j=1

βj
−→τ

(i+ 1− j)!
∑
n≥0

T n

n!
−→v 1

µn+1

∫ ∞
0

ki+1−j+ne−kdk,

ρ =
−→τ

µ(β − 1)

1

1− T
µ(1− 1

β
)

−→v . (4.9)
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4.3.2 Inégalités de stabilité

Soient π et π̃, les distributions stationnaires des châınes de Markov induites respective-

ment des systèmes (Σ) et (Σ̃). Alors, pour tout β, et sous la condition

‖∆‖v <
1− ρ
C

,

on a :

‖πj − π̃j‖v ≤ ‖∆‖vC‖π‖v(1− ρ− C‖∆‖v)−1, (4.10)

où ρ =
−→τ

µ(β−1)
1

1− T

µ(1− 1
β
)

−→v ,

C = 1 + ‖1‖v‖π‖v
‖π‖v = 1−σ

1−βσ
où :

−µσ2I + (µI − T + τ0µI)σ − (τ0µI − τ0T + τI−→v ) = 0
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