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Résumé L’approximation d’une distribution positive quelconque par une distribution de type phase est toujours
possible car I’ensemble des distributions de type phase est dense dans I’ensemble des distributions positives. Dans
ce travail nous avons étudié la stabilité forte de la chaine de Markov induite des systéemes PH/M/1 et M/PH/1
apres perturbation de la loi des arrivées et de la durée de service des systemes GI/M/1 et M/G/1. En plus de
l'affirmation qualitative, nous obtenons dans chaque cas une estimation de l'erreur d’approximation donnée par
une borne supérieure de la norme de la déviation de la distribution stationnaire de la chaine de Markov induite.
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4.1 Introduction

L’approximation d’une distribution positive quelconque par une distribution de type
phase est toujours possible car I'ensemble des distributions de type phase est dense dans

I’ensemble des distributions positives.

Théoréme 4.1 7?7 L’ensemble des distributions de type phase PH est dense (au sens de
la convergence faible) dans ’ensemble des distributions positives P. D’une maniére plus

générale : pour toute distribution positive F' € P possédant un moment d’ordre p, (M%P))

fini, il existe une suite de distributions Fy, € PH telle que : Fy, — F et Mgﬁk) — M;&” pour

tout ¢ < p.

4.2 Stabilité forte dans le systeme M/PH/1

Considérons le systeme (X) de files d’attente M/G/1 & un seul serveur, a capacité infinie

et de discipline de service FIFO. Le nombre de clients dans le systeme (X) , juste apres le

départ du n®™® client, est donné par la chaine de Markov X = {X,,, n =0,1...} dont la

matrice de transition est notée par P = (P);; :
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Figure 4.1. Exemples d’approximation

fi s i=0,
P; =< fj—iq1si 1< <541, (4.1)
0 ailleurs.

fe = /0+OO Me_>‘tci1‘7(t).

avec

k!
Considérons également le systeme (X') de files d’attente M/PH/1, ou la durée de service

~

est distribuée selon une distribution de type phase PH de parametres (?, T).
e Matrice de transition :

) fi s i=0,
Py =19 fimip1si 1<i<j+1, (4.2)
0 ailleurs ;
avec
. T=T" 1
kaﬁ;m7)\n+lf(j+n+l). (4.3)

4.2.1 v-stabilité forte de la chaine de Markov X

e Montrons qu'il existe p < 1 tel que Tw(i) < pv(7). En effet, on a :

N T T \n
=2 Gxa=p & Ga-a)

n>0
LT 1 ‘
Sy )
d’ott :
il L2 (4.4)

SO YU R:)
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4.2.2 Inégalités de stabilité

Soient 7 et 7, les distributions stationnaires des chaines de Markov décrivant respecti-

vement les états des systemes (%) et (£). Alors, pour tout 3, et sous la condition :

W(F,PH) < %;Op), (4.5)
on a : oo
il B(L+G(8)9(8)

Zﬁ |7 — 7] <- B GO E PH)W(F, PH), (4.6)
Ofl:p: (1?6)1 ,\(11 ,8)77
G(B) = %H*(m —B)), 7o =14+ ATT e, H*N1—=8)) =1+ 7N\1 -
B =T)"'%
C=1+G(p).

4.3 Stabilité forte dans le systeme PH/M/1

Description et notations relatives aux modeles :
Considérons le systéme (%) de files d’attente GI/M/1

T )

diJrl,j— 0 (Z+1_j)'€_“th(t) si 1§j§’l+1,
Py = 1— Y dp si j=0, (4.7)
k=0
0 ailleurs.

Considérons également le systeme (X) de files d’attente PH/M/1 :

diy1—j = s ]'Zn>07;: n1+1F(i+2—j+n) si 1< <i+1,
Pi=41-Yd si j=0, (4.8)
k=0
0 ailleurs.

4.3.1 v-stabilité forte de la chaine de Markov X

e Montrons qu'il existe p < 1 tel que Tv(i) < pv(7). En effet, on a :

i+1
J i+1—j+n —k
jzl ﬁ 'L + ]_ ' E{) n' n+1 / k € dk’
7 1

p= . (4.9)

. o T
/J’(/B 1) 1 N(l_%)
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4.3.2 Inégalités de stabilité

Soient 7 et 7, les distributions stationnaires des chaines de Markov induites respective-

ment des systemes (X) et (X). Alors, pour tout 3, et sous la condition

L—p
Av A~
Al < —

on a :

I = 7illo < [ANCllmllu(1 = p = CllAL)
oup = ié?,

M(ﬁ—l) 1_1»"(1*%)
C =1+ [[1][of|x]
Il = =5,
ou :

—po?I + (u — T + ropd)o — (ropd — 70T +710) =0
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