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Stabilité des processus QBD (Quasi Birth and Death process)
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Résumé L’analyse des systèmes d’attente avec une distribution générale est très compliquée et ce genre de systèmes ne
peuvent être résolus que d’une manière approximative. En particulier, il est souvent désiré d’approximer une distribution
générale par une distribution de type phase. Nous obtenons ainsi des modèles de files d’attente de type phase qui peuvent être
résolus d’une manière exacte en utilisant la méthode de la matrice géométrique après représentation par des processus de quasi
naissance et mort (QBD). Ce travail utilise la méthode des moments pour approximer une distribution générale G par une
distribution de type phase PH. Pour cela nous avons estimer l’erreur due à l’approximation ainsi que la norme par rapport à
laquelle l’erreur est établie.

Mots clefs : Processus QBD, Système de files d’attente de type phase (PH), Stabilité forte, Inégalité de stabilité.

13.1 Introduction
La méthode des moments peut être utilisée pour l’approximation d’une distribution générale G par une distribution de type

phase PH. Elle a été employée dans plusieurs travaux [?, ?, ?]. L’idée derrière cette approche est simple : la distribution de type
phase PH doit être choisie assez proche de G dans le sens où les (premiers) moments des deux distributions G et PH coïncident.
Les auteurs utilisent souvent les deux ou trois premiers moments : la moyenne, la variance, et le moment d’ordre trois. En
général, il faut passer à des moments d’ordre supérieurs pour obtenir une très bonne approximation.

13.2 Approximation par la loi hypoexponentielle
Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments (égaler les deux premiers moments) pour approximer une

distribution positive avec un coefficient de variabilité inférieur à 1 par une loi hypoexponentielle à deux phases.
Les premiers moments de la distribution hypoexponentielle sont donnés comme suit :

– Le moment d’ordre 1 (la moyenne) : µ1 =
∑
i

( 1
λi

).

– Le moment d’ordre 2 (la variance) : µ2 =
∑
i

( 1
λ2
i
).

Supposons que la distribution générale à approximer possède une moyenne µ et une variance σ2 finie, on cherchera alors une
distribution hypoexponentielle possédant les mêmes moments. On écrit alors :
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= µ, (13.1)
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= σ2. (13.2)

En résolvant le système ci-dessus, et en prenant en considération que λ1, λ2 > 0, on obtient :

λ1 =
2

µ−
√

2σ2 − µ2
, (13.3)

λ2 =
2

µ+
√

2σ2 − µ2
, (13.4)

à condition que :
1

2
<
σ2

µ2
< 1.
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13.3 Approximation par la loi hyperexponentielle
Dans cette section, nous utilisons la méthode des moments pour approximer une distribution positive avec un coefficient de

variabilité supérieur à 1 par une loi hyperexponentielle à deux phases.
Supposons que la distribution générale possède une moyenne µ et un coefficient de variabilité c2X , on va les faire égaler avec
les deux premiers moments de la distribution hyperexponentielle :

τ1
λ1

+
τ2
λ2

= µ,

2τ1/λ
2
1 + 2τ2/λ

2
2

(τ1/λ1 + τ2/λ2)2
− 1 = c2X .

En résolvant le système ci-dessus, on obtient :
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µ
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√
τ2
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2
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, (13.5)
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2
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, (13.6)

où τ1, τ2 ≥ 0, τ1 + τ2 = 1 et λ1, λ2 > 0.

13.4 Application numérique

13.4.1 Cas d’approximation par le système HOE2/M/1

La loi des arrivées du système réel par la loi de Weibull de paramètres (a, b), où b = 1.3. L’implémentation de l’algorithme
et du simulateur dans ce cas a permis d’obtenir les résultats représentés dans le graphe suivant :

FIGURE 13.1. Courbes comparatives des erreurs

13.4.2 Cas d’approximation par le système H2/M/1

En fixant la loi des arrivées du système réel par la loi de Weibull de paramètres (a, b), où b = 0.9. On a obtenu les résultats
suivants :

13.4.3 Cas d’approximation par le système M/HOE2/1

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de paramètre λ = 0.5 Les résultat sont représentés par le graphe suivant :
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FIGURE 13.2. Courbes comparatives des erreurs

FIGURE 13.3. Courbes comparatives des erreurs

13.4.4 Cas d’approximation par le système M/H2/1

Le flot des arrivées des clients est poissonnien de paramètre λ = 0.2. Ces résultats sont représentés par le graphe suivant :

FIGURE 13.4. Courbes comparatives des erreurs
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