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Résumé La programmation par contraintes et la théorie des jeux constituent chacune un domaine de recherche très actif. Elles
offrent des cadres de modélisation, d’analyse et de développement des outils pour la résolution de nombreuses applications
dans des domaines variés tels que l’informatique, l’intelligence artificielle, le transport et la logistique, les technologies
de l’information et de la communication,... etc. Dans la dynamique de leurs développements, on recense quelques travaux
novateurs ayant établi certains liens entre la théorie des jeux et les problèmes de satisfaction de contraintes.
Dans ce travail, nous avons établi l’équivalence entre le concept de solution pour un problème de satisfaction de contraintes
(CSP) et la notion du Z-équilibre pour le jeu qui lui est associé. Par la suite, nous avons développé un algorithme de calcul du
Z-équilibre, en s’inspirant des approches par retour-arrière, connues pour la résolution des CSP.

Mots-clès : Z-équilibre, Problème de satisfaction de contraintes, Jeux non coopératif.

3.1 Position du problème

La théorie des jeux et les CSP représentent un outil puissant pour la modélisation d’une
grande classe de problèmes rencontrés dans divers domaines. Ces deux théories peuvent aussi
s’appliquer l’une à l’autre, ce qui a motivé l’idée de chercher à établir des équivalences entre
leurs notions. Notre objectif est de démontrer les relations entre le concept de solution d’un CSP
et le Z-équilibre d’un jeu associé. Comme il n’existe aucun algorithme de calcul du Z-équilibre,
nous proposons un algorithme permettant d’effectuer ce calcul, en s’inspirant des approches par
retour-arrière connues pour les CSP.

3.1.1 Les problèmes de satisfaction de contraintes (CSP)

Le concept CSP vise à représenter, sous forme de contraintes, les propriétés et les relations
qui existent entre les objets manipulés. Ces contraintes peuvent être décrites de multiples fa-
çons (par une équation, une inéquation, un prédicat, une fonction booléenne, une énumération
des combinaisons de valeurs autorisées,. . .etc). Elles traduisent l’autorisation ou l’interdiction
d’une combinaison de valeurs.

La définition formelle, proposée par Montanari en 1974, est énoncée dans [1], comme suit :

Définition 3.1 [2] Un problème de satisfaction de contraintes (CSP) est un problème (P) ca-
ractérisé par un triplet (X,D,C), où :

X = {X1, X2, ..., Xn} est un ensemble de n variables.
D = {D1, D2, ..., Dn} est un ensemble de domaines finis, où Di est le domaine associé à
la variable Xi représentant l’ensemble de ses valeurs possibles.
C = {C1, C2, ..., Cm} est un ensemble de m contraintes, où la contrainte Ci est définie
par un sous-ensemble de variables {Xi1 , Xi2 , ..., Xini

} ⊆ X .
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La résolution d’un CSP consiste à affecter une valeur pour chaque variable Xi de façon que
toutes les contraintes soient satisfaites.

On montrera dans la section suivante comment peut-on modéliser le CSP(P) par un jeu
noncoopératif.

3.2 Représentation d’un CSP sous forme d’un jeu fini

Associons à chaque variable Xi un joueur i. Ainsi, on aura autant de joueurs que de
variables. Notons alors par I = {1, . . . , n} l’ensemble de ces joueurs.

L’ensemble Si des stratégies pures du joueur i ∈ I est identifié à l’ensemble Di des valeurs
possibles de la variable Xi, i ∈ I . Ainsi, Si = Di, i ∈ I.

Notons par :

R(i), l’ensemble des contraintes de C liées à la variable Xi, i ∈ I .
r, désigne une contrainte du CSP(P) et k(r), son arité.

x = (x1, . . . , xn) ∈ S =
n∏
i=1

Si, une instanciation complète des n-variables du CSP(P).

Soit la fonction indicatrice :

χr(xj1 , . . . , xjk(r)) =

{
1, si (xj1 , . . . , xjk(r)) ∈ r,
0, sinon.

(3.1)

où (xj1 , . . . , xjk(r)) ∈ r signifie que la contrainte r est vérifiée par l’instanciation
x = (x1, . . . , xn) et (xj1 , . . . , xjk(r)) correspondent aux valeurs des variables intervenants
dans la contrainte r.

Pour une instanciation x = (x1, . . . , xn) ∈ S, on associe un paiement pour chaque joueur
i ∈ I , défini par :

Ui(x1, . . . , xn) =
∑
r∈R(i)

k(r)χr(xj1 , . . . , xjk(r)), ∀i ∈ I, (3.2)

On définit le jeu noncoopératif G(P) associé au problème de satisfaction de contraintes (P)
comme suit :

G(P) = < I, {Si}i∈I , {Ui}i∈I >, (3.3)

3.3 Equivalence entre la solution d’un CSP(P) et le Z-équilibre du jeu
associé G(P)

Le concept du Z-équilibre a été introduit par V.I. Zhukovski [3] pour les jeux différentiels.

Définition 3.2 (Z-Equilibre[3]) Une issue s∗ ∈ S est un Z-équilibre du jeu (3.3), si :
(a) s∗ est un équilibre actif, ie ∀i ∈ I , ∀si ∈ Si, si 6= s∗i , il existe t−i ∈ S−i telle que
Ui(si, t−i) ≤ Ui(s

∗).
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(b) s∗ ∈ S est un équilibre de Pareto, c-à-d il n’existe pas une autre issue s ∈ S qui vérifie
le système d’inégalités Ui(s) ≥ Ui(s

∗), ∀i ∈ I, dont, au moins, une est stricte.

Le théorème suivant donne les conditions d’existence d’un Z-équilibre en stratégies pures
dans un jeu fini sous forme normale.

Théorème 3.1 Si pour tout joueur i ∈ I , l’ensemble de ses stratégies Si est fini et non vide,
alors le jeu (3.3) admet un Z-équilibre en stratégies pures.

Proposition 1 Toute solution d’un CSP(C) est un Z-équilibre pour le jeu G(C) qui lui est asso-
cié.

Proposition 2 Supposons que l’ensemble des solutions du CSP n’est pas vide. Alors, tout Z-
équilibre du jeu G(C) correspond à une solution au problème de satisfaction de contraintes (C)
correspondant.

3.4 Calcul du Z-équilibre

Le peu de travaux existant dans la littérature ayant pour but, l’étude du Z-équilibre ne
proposent que sa définition et ses propriétés [5] ainsi que les conditions de son existence [6].
Jusqu’à présent, aucun algorithme n’a été proposé pour son calcul. L’algorithme que nous
proposons est construit en s’inspirant des approches par retour arrière connues pour les CSP,
et se base sur la preuve du théorème 3.1. Cet algorithme de calcul prend en compte la
représentation du CSP en question par un jeu sous forme normale à n joueurs, puis calcul le
gain de sécurité pour chaque joueur i ∈ I . Les variables du jeu sont instanciées à tour de rôle,
tout en vérifiant la consistence de l’instanciation courante, ce qui génère une arborescence à
explorer. Chaque instanciation complète est évaluée par la fonction définie par (3.2). Seules les
instances dont l’évaluation est plus grande que le gain de sécurité pour tous les joueurs, sont
sauvegardées. Le Z-équilibre correspond alors à la situation du jeu maximisant la moyenne
pondérée des gains des n joueurs.

Cet algorithme a été implémenté et a pu résoudre le problème des 5-reines et le problème
de coloriage d’un graphe. Nous envisageons d’effectuer des tests supplémentaires sur d’autres
instances de problèmes CSP, afin d’évaluer les performances de cet algorithme.
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