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Résumé Dans ce travail, nous avons étudié un probléme de programmation bi-niveaux multi-objectifs au niveau
supérieur (PBM). L’approche de KKT a été utilisée pour transformer le probléme (PBM) en un probléme a
un seul niveau multi-objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM). Des relations entre les deux
problémes (PBM) et (PM) ont été obtenues concernant 1’ensemble des solutions (faiblement ou proprement)
efficaces globales, notamment lorsque le probléme du niveau inférieur est convexe et il satisfait la contrainte
de qualification de Slater pour n’importe quelle décision du niveau supérieur. Par la suite, nous avons établi
des conditions nécessaires d’optimalité de type Fritz John, ainsi que des conditions suffisantes d’opttimalité
pour qu'un point réalisable pour le probléme (PM) soit (faiblement ou proprement) efficace globale pour le
probléme (PM) sous des hypothéses d’invexités généralisées. Puisque, les ensembles des solutions (faiblement
ou proprement) efficaces globales des problémes (PBM) et (PM) coincident, alors des conditions nécessaires et
suffisantes d’optimalié du probléme (PBM) découlent de celles du probléme (PM).

Mots clés : Optimisation bi-niveaux, Optimisation bi-niveaux multi-objectifs, Approche KKT, Conditions
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2.1 Introduction

L’approche qui consiste a considérer un seul objectif qu'un décideur souhaite optimiser
n’est souvent pas suffisante pour d’écrire les besoins et le comportement des décideurs qui
sont généralement conflictuels. Souvent il faut trouver un compromis entre ses objectifs.
L’optimisation multi-objectifs consiste donc a optimiser simultanément plusieurs objectifs
d’un méme probléme. De méme pour les problémes de programmation bi-niveaux multi-
objectifs qui correspond au cas ol au moins 'une des fonctions objectifs de probléme du
niveau supérieur et de probléme du niveau inférieur est une fonction vectorielle. Bien que les
problémes de la programmation bi-niveaux multi-objectifs n’ont pas encore re¢u une large
attention dans la littérature, mais cette classe de problémes ont de grandes applications
potentielles dans la pratique.
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2.2 Etude d’un probléme bi-niveaux non linéaire multi-objectifs
au niveau supérieur (PBM)

Considérons le probléme de programmation bi-niveaux multi-objectifs non linéaire sui-

vant : o _ _
gg}(l F(.le,y) = (Fl(mvy)v '-'7FQ($7y>>7

(PBM){ s.c min f(x,y),
yeyY

g(z,y) =0,
ou X est un sous ensemble ouvert de R™ et Y est un sous ensemble ouvert de R™, x € X
est la décision du niveau supérieur et y € Y est la décision du niveau inférieur.
F:XxY —Riet f: X xY — R sont les fonctions objectifs du niveau supérieur et
inférieur respectivement. g : X x Y — RP? est la fonction contrainte du niveau inférieur.
Supposons que F est différentiable sur X x Y et f, g sont des fonctions deux fois différen-
tiables sur X x Y. Soit @ = {1, ...,q}. Ensuite, on donne les définitions suivantes pour le
probléme (PBM) :
(1) Le domaine des contraintes du probléme (PBM) : S = {(z,y) € X XY : g(z,y) =<
0}.
(77) La projection de S sur I'ensemble des décisions du niveau supérieur : S(X) = {z €
X :JyeY, tel que (x,y) € S}.
(7i1) L’ensemble des solutions réalisables du niveau inférieur (LLP), pour un x € S(X)
fixé est noté par S(x) : S(z) ={y €Y : g(z,y) < 0}.
(iv) Pour un = € S(X) fixé, soit S(x) I'ensemble des solutions optimales du probléme
(LLP),.
(v) La région induite du probléme (PBM) : RI = {(z,y) : (z,y) € S, y € S(x)}.

Définition 2.1 Pour un z € X fizé tel que 3y € Y, g(x,y) < 0, si y est une solution
optimale pour (LLP),, alors (z,y) est une solution réalisable pour (PBM).

Définition 2.2 Un point (x¢,y0) € S est dit solution faiblement efficace (ou efficace)
pour (PBM), si yo est une solution optimale pour (LLP),, et il n'existe pas une solution
réalisable (x,y) pour (PBM) tel que F(z,y) < F(xo,v0) (F(x,y) < F(x0,%))-

Définition 2.3 Une solution efficace (xo,y0) de (PBM) est dite proprement efficace, s’il
existe un réel positif M tel que linégalité Fi(xo,y0) — Fi(z,y) = M[Fj(z,y) — Fj(20,y0)]
est vérifiée pour tout i € Q et (z,y) € RI tel que Fi(z,y) < Fi(wo,yo) et un certain j €

tel que Fj(z,y) > F;(xo, yo)-

2.3 Reformulation du probléme bi-niveaux multi-objectifs (PBM)
en un probléme multi-objectifs (PM)

En se basant sur ’approche optimiste, pour un z € X fixé, nous utilisons les conditions
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) associées au probléme du niveau inférieur (LLP), pour
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transformer le probléme (PBM) en un probléme a un seul niveau multi-objectifs défini
par :

Fi(z,y), ..., Fy(x,y)),

(PM)kkt Vyf(x, )+ UtVyﬁ(%?J) = 07
u'g(z,y) =0,
Z‘EX,yEY7ueR§7

ou u est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange associé¢ aux conditions de KKT pour
le probléme du niveau inférieur.

Dans ce qui suit, nous utilisons quelques changement de variables pour simplifier le
probléeme (PM ). Ainsi, soit z = (z,y,u) € Z = X xY xRL Cc RY, o0 N = n +

p

m+p, F(z) = F(z,y), G(2) = g(z,y), L(z) = %{(2) + Zut

9a
ai (2) = 0 pour tout

p
s=1,...,met Ly1(z) = Zut?]t(z) = 0. Dong, le probléme (PM )y, qu’est un probléme
t=1

multi-objectifs non linéaire avec des contraintes d’égalités et d’inégalités, est donné comme
suit :

on F; : Z — R, i1 =1,.,q, G, : Z — R, j=1,..,pet H, : Z — R, k =
1,...,m+1. Z C RY est un ensemble non vide ouvert, Zy = {z € Z : G;(2) £ 0, j =
1,..,p, Hi(2) =0, k=1,....,m+ 1} est 'ensemble de toutes les solutions réalisables de
(PM). Pour z, € Z, on note par J(zp) 'ensemble {j € {1,....,p} : Gj(20) = 0}, Jo = |J(20)|
et par J(z) (resp. J(2)) U'ensemble {j € {1,...,;p} : Gj(2) < 0 (resp. G;(2) > 0)}. On a
J(Z(]) U j(Z()) U j(Zo) = {1, 7]9} et si Zo € Zo, j(Zo) = .

2.4 Relations entre les problémes (PBM) et (PM)

Nous établissons des relations entre les deux problémes (PBM) et (PM )k concer-
nant les solutions (faiblement ou proprement) efficaces globales données par les théorémes
suivants :

Theorem 1. Soit (xg,yo) une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PBM) et
supposons que le probléme du niveau inférieur (LLP), est conveze pour lequel la contrainte
de qualification de Slater est satisfaite en x = xy (i.e. 3 y(xg) € Y tel que g(xo, y(zo)) < 0).
Alors, pour chaque

Uy € Q(x07y0) = {U € Rg : vyf($07y0) + Utvyg@UanO) = 07 utg(x07y0) = O}a

le point (o, Yo, uo) est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PM ).
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Theorem 2. Soit (xg,yo,up) une solution (faiblement ou proprement) efficace pour
(PM)e, supposons que le probléeme (LLP), est convexe et que la contrainte de qualifica-
tion de Slater est satisfaite pour le probléme (LLP), pour chaque x € X. Alors, (xo, o)
est une solution (faiblement ou proprement) efficace pour (PBM).

De Théoréme 1 et 2, on obtient le résultat suivant :

Theorem 3. Soit la contrainte de qualification de Slater est satisfaite pour le problem
(LLP), pour tout x € X et supposons que les fonctions f et Ji, J € P sont convezes en
y pour tout x € X fixé. Alors, (xo,yo,uo), uo € 2(x0,yo) est une solution (faiblement ou
proprement) efficace pour (PM )y si et seulement si (xg,yo) est une solution (faiblement
ou proprement) efficace pour (PBM).

Nous avons étudié un probléme de programmation bi-niveaux multi-objectifs (PBM). L’ap-
proche KKT a été utilisée pour transformer le probléme (PBM) en un probléme & un seul
niveau multi-objectifs sous des contraintes d’égalités et d’inégalités (PM). Des relations
entre les deux problémes (PBM) et (PM) ont été obtenues concernant 1’ensemble des
solutions efficaces globales, notamment lorsque le probléme du niveau inférieur est convexe
et il satisfait la contrainte de qualification de Slater pour n’importe quelle décision du
niveau supérieur. Par la suite, nous avons établi des conditions nécessaires d’optimalité,
ainsi que des conditions suffisantes d’optimalité pour qu'un point réalisable pour le pro-
bléme (P M) soit (faiblement ou proprement) efficace globale pour le probléme (PM) sous
des hypotheéses d’invexités généralisées. Puisque, les ensembles des solutions (faiblement
ou proprement) efficaces globales des problémes (PBM) et (PM) coincident, alors des
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité du probléme (PBM) découlent de celles
du probléme (PM).
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