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Résumé Dans ce travail, nous considérons ['utilisation des lois non paramétrique pour 1’évaluation de perfor-
mances des systemes d’attente et de renouvellement.

1l s’agit de proposer des bornes inférieures et/ou supérieures pour le temps moyen d’attente dans le cas des
systémes d’attente et des bornes inférieures et/ou supérieures pour le temps moyen de vie d’un systéme réparable
dans le cas des systémes de renouvellement. Les lois nonparamétriques utilisées sont IFR, NBU, DFR et NWU.

Mots clés :Lois non paramétriques, Systeme d’attente, bornes, renouvellement.

Dans ce travail nous proposons d’utiliser les bornes inférieures et supérieures des fonc-
tions de fiabilité, présentées par Sengupta (1994) dans [1], pour I’évaluation de certaines
caractéristiques.

12.1 Application au systéme d’attente GI/GI/1

Nous considérons la propriété de 'appartenance des distributions des temps des inter-
arrivées, dans un systeme d’attente de type GI/GI/1, a une classe de distribution non
paramétrique donnée.

La borne inférieure ou supérieure associée a la fonction fiabilité (voir le tableau TAB.12.11)
est utilisée dans la relation (12.1). Cette relation exprime la propriété de monotonie externe
2] permettant de comparer deux systemes d’attente, ce qui nous permet d’établir une borne
inférieure ou supérieure pour le temps moyen d’attente dans la file du systeme d’attente
GI/GI/1. L’expression analytique exacte du temps moyen d’attente dans cette file [2] est
donnée par :

(m1 —mgp)*+oi+op mi+of

EW = -

2(my — mp) 2my,

Etant donné deux systémes A;/B;/1 (dit original) et Ay/B,/1 (dit systéme d’approxi-
mation), ou A; est la distribution des temps des inter-arrivées de moyenne m; finie, de
variance a? et de coefficient de variation Cy; = 0;/m; et B; la distribution de service dans

1. La méthode permettant d’évaluer ces bornes est présentée en détail par Sengupta dans [1]
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Classe Borne supérieure Borne inférieure
o 1/r o . —a 1/r
IFR Fz) < 1siz< ml/r Fz) > info<g<z e @ si < m;/r
0z 81 T > mr 0 si x> mr
[f rl5Ydy = —] oll fo )T —dz = mr] .
NBU Fla) < 1si z<mi/™ Og si :v<m1/r
Oy Si :c>m1/r 0 si x>m
I e ) NSO et
_(” T0) & z < z0
DFR { (zo/x)"e™" si x > xo Fz) 2
1/r
ou xoj r [m] _
NWU F(z) <6, F(x) >0
o S, BT~ (G- 1] =

Table 12.1. Bornes de F(x)(basées sur le '™ moment m,.) dans différents cas.

le systeme A;/B;/1 d’intensité de trafic p;, i = 1,2. Notons myy;, i = 1,2, le temps moyen
d’attente dans la file.
Le théoreme (5.2.1) [2] énonce la propriété de monotonie externe. Cette propriété permet

sous la condition suflisante suivante :

A2 ch Al et B1 Sc BQ, (121)
de conclure que my < my, ou <, (resp. <.,) désigne l'ordre convexe (resp. concave).

Si la distribution A; possede une propriété qualitative donnée (I F'R ou NBU), alors elle
est majorée ou minorée par la distribution A,. Cette derniere est exprimée dans le tableau
TAB.12.1. En utilisant cette propriété nous proposons une borne supérieure pour le temps

moyen d’attente stationnaire dans la file du systeme GI/GI/1(oc0, FIFO).
Distribution IFR :

On suppose que la distribution A; appartient a la classe I FR. En utilisant la relation
(12.1) on établit une borne supérieure pour le temps moyen d’attente dans la file, donnée
par :

Es?
2my[l —e 1 — py]’

U% + J?B
2mq(1 = p1)
Distribution NBU :

—1/2ma(p1 + C3y) < myy <

(12.2)

En utilisant la borne inférieure de la fonction fiabilité correspondante a la distribution
Ay de loi NBU ”New Better than Used” (voir le tableau TAB.12.1) et la relation (12.1),
nous établissons une borne supérieure pour le temps moyen d’attente dans la file, donnée
par :

E3?
mq[l —e™!

2 2
o] +053

— =2 1/2 1)< <
2 (1= pr) /2my(p1 + 1) <mpy <

(12.3)

—2p1]
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Résultats :

1. La borne supérieure dans le cas I F'R existe sous la condition p; < 1 —e™! ~ 0.6321
et les valeurs de la borne de Ig‘?g.mm sont données dans le tableau TAB.12.2.
2. La borne supérieure proposée dans le cas NBU existe si p; < (%) ~ (.316 et les

valeurs de la borne de ﬁ%.mw1 sont données dans le tableau TAB.12.2.
3. La borne supérieure proposée dans chacun des deux cas (/FR et NBU) est une fonc-

Classe \p1| 0.1 0.2 0.3 0.4 ] 05| 06
IFR 0.939 | 1.157 | 1.505 |2.154(3.784|15.566
NBU 2,3142|4,3081|31,1327| x X X

Table 12.2. Borne supérieure de la quantité ]g%z.mvm

tion croissante du taux de trafic. Ceci apparait clairement dans les résultats du tableau
TAB.12.2.

12.2 Application a la théorie de renouvellement

Considérons un systeme formé de deux éléments réparables & et &.
Les temps de fonctionnement X, X1, ... sont supposés i. i. d. et indépendants des temps
de réparations Y7, Y5, ..., qui sont aussi iid, de moyenne d’ordre r notée m,, r > 1, de
variance U]%2 et de coefficient de variation Cr = og/m;.
Soit N =inf{n: X, <Y,}. Le temps de vie T du systeme est lav.a. T = Xqg+ X; +...+
Xpn. On suppose que les X; sont exponentiellement distribués, de parametre A\ et que les
temps de réparation de fonction distribution R appartenant a une classe de distributions
non paramétrique donnée.
Le temps moyen de vie du systeme est exprimé en fonction des temps de réparation par

ET =\"! <1 - (1 — /OOO e M dR(t))_1> , (12.4)

La proposition (7.2.1) énoncée dans [2] permet la comparaison du temps moyen de vie de
deux systemes identiques a deux éléments réparables ayant pour fonctions de distribution
des temps de réparation les fonctions R; et Ry et tels que Ay et Ay sont les parametres des
temps de fonctionnement. Sous la condition suivante :

)\1 < )\2 et Ry <, Rz, (125)

les temps moyen de vie des deux systemes sont tels que ET7 > ET5, ou < désigne 'ordre
Laplacien. Stoyan [2] propose les deux résultats suivants :1 + (1 — e™*™1)~1 < A\ET <
14+ (14 C3)/(1 —exp(—=Amy(1 + C%))), et si R est NBUE, alors

14+ (1 =) V< AET < 14 (14 dmy) 7L (12.6)
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Temps de réparation IFR :

On suppose que la distribution R; appartient a la classe I F'R. En utilisant la relation
(12.5), on établit une borne inférieure pour le temps moyen de vie du systéme exprimé par
la relation (12.4) :

141

1
1+ (1+5) ZAEle{l‘I—m

}, avec [ = Amjy.

Temps de réparation NBU :

En utilisant la relation (12.5), on établit une borne inférieure pour le temps moyen de
vie du systeme, donnée par :

B

14 (1 > AETy > 1+ —F
+( +6) i 1 = +5+€76—1’

B:)\ml.

Temps de réparation DFR :

En utilisant la relation (12.5), on établit une borne supérieure pour le temps moyen de
vie du systeme, donnée par :

r+0
01— e=0+0) + (r + O)eT6" feoo et dx

1+ (1 —e )™ < \ET) < [1 + ] , 0=\

Temps de réparation NWU
En utilisant la relation (12.5), on établit une borne supérieure, donnée par :

1
1 — fe? feoo e~ Tx=2dx

1+ (1 — 6_)\m1)_1 S )\]ETl S |:1 -+ :| s 0= )\ml.

Remarque 1. La borne inférieure de la relation (12.6) est une borne proposée par Stoyan
pour n’importe quelle distribution des temps de réparation. On peut donc 'utiliser dans
le cas DFR et NWU.

Remarque 2. Dans le cas des distributions DF'R et NWU, les bornes supérieures sont
fonction de l'intégrale : feoo e Yy "dy, avec 6 = Am,. Cette intégrale est convergente
pour toute valeur de r positive.

Conclusion

Dans ce travail nous avons traité le probleme d’évaluation de performances d’un systeme
d’attente de type GI/GI/1 et d'un systeme formé de deux éléments réparables. Nous
avons considéré la propriété qualitative de la distribution des temps des inter-arrivées pour
le premier systeme et celle de la distribution des temps de réparation pour le deuxieme
systeme.
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Les caractéristiques étudiées sont le temps moyen d’attente dans la file du premier systeme
et le temps moyen de vie dans le deuxieme systeme. Les bornes proposées dans cet article
peuvent etre utilisées pour d’autres classes de distributions : dans le premier systeme étudié,
la borne supérieure proposée pour le temps moyen d’attente dans le cas NBU (relation
12.3) peut étre utilisée pour la classe [FRA | car I[IFRA = NBU.

Dans le deuxieme systeme considéré, on peut utiliser les bornes proposées pour d’autres
classes de distributions des temps de réparation.
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