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Résumé Ce travail présente I’estimateur de la courbe de régression de la moyenne par la méthode du noyau de
Parzen-Rosenblatt ainsi que ses propriétés. Cet estimateur noté E(X/Y") est utilisé pour estimer la dépendance de
deux variables aléatoires X et Y quand on ne veut faire aucun a priori sur la loi de X et de Y. Deux exemples
sont présentés pour illustrer cet estimateur.
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Introduction

On s’intéresse au probleme de I'estimation de la relation éventuelle entre une variable
aléatoire Y et une variable explicative X.
La relation sera de la forme :

Y = f(x,0)+¢e, ¢ est!lerreur.
- Si on suppose que la loi du couple (X,Y) est gaussienne de R?, la relation est linéaire et
on a :
Y = ‘91 + QQX +e

- Lorsqu’on ne veut faire sur le couple (X, Y) aucune hypothese permettant d’utiliser une
méthode parametrique, on approche alors Y par E(Y/X = z). On obtient alors le modele

Y:E(Y/X:x)—l—a:/yf(y/a:)dy—i—s:/yf(f;;)dy—l—a

f

f(z,y) et f(x) sont, respectivement, les lois du couple (X,Y") et X.
L’objectif étant, si f(x,y) est inconnue, de I'estimer par la méthode non parametrique du
noyatl.

9.1 Estimation de la loi du couple

L’estimateur f,(x,y) de la loi f(x,y) du couple (X,Y), par la méthode du noyau est
donné par CACOULOS sous la forme :
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K étant le noyau telle que [ K(y)dy =1 et h parametre de lissage dépend de n et vérifiant
lim, .o h = 0 et lim,,_,.o nh = 0.

Sous certaines conditions sur K et sur h, cet estimateur de CACOULOS est consistant
en moyenne quadratique, consistant uniformément presque stirement et asymptotiquement
gaussien.

9.2 Estimation de la courbe de régression de la moyenne
Y=EY/X=2)+ec=y(z)+e.

Une premiere approximation de y(x) est Moy(y;, x; € V(z)) ou V(x) est un voisinage de
x (moyenne mobile locale). Une version améliorée est la moyenne mobile locale pondérée,
pour laquelle les observations dont 1’abscisse est plus proche de x ont un poids plus élevé
que celles qui en sont éloignées. C’est 'estimateur de Nadaray-Watson dont la forme est

/+°° _ Jubaley)dy S K ()

L Wy = Ty T S R

K étant le noyau, il doit vérifier : [, K(y)dy =1, et [, yK(y)dy = 0.
h est le parametre de lissage vérifiant lim,, o, h(n) = 0 et lim,_,,, nh(n) = co.
Cet estimateur est consistant ponctuellement en probabilité, asymptotiquement gaussien
et consistant uniformément presque str.
Remarque
Cet estimateur de Nadaraya n’est pas le seul estimateur qui utilise la méthode du noyau.
Priestley-Chao ont proposé des modifications qui en améliorent les qualités statistiques.
Néanmoins, des études ont montré que le comportement de cet estimateur est assez
similaire en pratique.
K(5)
i K

i=1

Yn(T) =

Estimateur de Nadaraya : y,(x) = > - yw;(z), avec w;(x)=

Estimateur de Priestley-Chao : y,(z) = Y1 yowi(z), avec w;(z) = ZH=1K (2525,
i=1....n,x€0,1],20=0<mz <+ <2 <Typ1 < Tp < Tpyg =1
Rapport de corrélation et comparaison avec une régression linéaire

* Si le couple (X,Y) est gaussien; Y, = aX + ¢ et on a : b = % = % et
a =X —bX. Le carré du coefficient de corrélation linéaire p vérifie : 1 — p? = “j((;i))

Par analogie, on définit pour la courbe de régression de la moyenne Yo = E(Y/X) 4+ ¢ un
rapport de corrélation définit par 1 —n? = %

E(YL—E(Y/X))?

La mesure relative entre les deux régression est : n* — p? = %)



9 Estimation de la courbe de régression de la moyenne par la méthode non paramétrique du noyau 39

Application
Le noyau utilisé est le noyau gaussien. L’estimateur de la courbe de régression de la moyenne

s’écrit alors
_ (z—a;)?

2z Yie

(z—z;)?

D€

yn(x) =

Choix du parametre de lissage

Habbema et Herman ont estimé le parametre de lissage h par la méthode du Pseudo
maximum de vraisemblance ou méthode du ” Jackknif”. La valeur h choisie pour h a partir
de I’échantillon est la valeur qui maximise

- 1 _ T — Xj
L(xz1,xo,...,2,;h) = Hmz ‘K <TJ) )
J=1 1=1,i#j
Généralement la procédure précédente d’estimation du parametre de lissage ne différencie
pas les régions de forte densité ou la fonction densité risque d’étre trop lissée (quand h est
trop grand ) et celles ou les observations sont moins concentrées et ou peuvent apparaitre
dans I'estimation si h est trop faible des ruptures ou des pics non significatifs. Pour pallier
a cette difficulté, on peut pour chaque observation x; moduler le parametre h en fonction
de la concentration des observations autour de z;.

h; = hd(i), h étant l'estimateur du PL.

d(i) est une fonction d’autant plus faible que la densité dans le voisinage du point est
élevée.

d(i) =29, dd(i) =\ [o?,, dd =311 dd(i);

dd ’
k(n ~ ~ k(n
02 = (X = X)? et X =130,

La valeur de k(n) proche de y/n donne d’assez bons résultats. Deux exemples sont
donnés pour illustrer l'intérét de I'estimation de la courbe de régression de la moyenne. Sur
les deux figures, les observations sont représentées par le signe 4, en gras est représentée la
courbe de régression de la moyenne et en tirets la droite de régression linéaire. Sur I’exemple
1, la droite de régression linéaire s’écrit Y = —0.565X + 25.01 + € avec un coefficient de
corrélation de —0.3358. Ce faible coefficient de corrélation signifie que la régression n’est
pas linéaire, par conséquent la dépendance entre les deux variables est mieux représentée
par la courbe de régression de la moyenne E(Y/X). Par contre, sur 'exemple 2, le coefficient
de corrélation est égal a —0.8101, la droite de régression s’écrit Y = —0.077X +13.07+¢, le
carré du coefficient de corrélation qui vaut 0.738 est sensiblement égal au carré du rapport
de corrélation qui est égal a 0.738. par conséquent, la dépendance entre ces deux variables
est linéaire.
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