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Résumé Dans ce travail, nous avons prouvé pour la premiére fois I’applicabilité de la méthode de stabilité forte
aux systémes de files d’attente avec vacances. Le systéme M/G/1//N avec vacances multiples du serveur et
service exhaustif nous a servi d’illustration. Nous avons obtenu les conditions pour lesquelles la chaine de Markov
induite associée a ce modele est fortement v-stable. Ceci nous permet de constater la possibilié d’approximer les
caractéristiques stationnaires et non stationnaires du systéme M/G/1//N avec vacances multiples du serveur et
service exhaustif par celles du systéeme M/G/1//N. Ces résultats laissent envisager des perspectives de recherche,
a savoir ’'obtention des inégalités de stabilité pour le systéeme étudié et la mesure performances de la méthode
utilisée dans ce cas.
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Introduction

La sureté de fonctionnement des diverses réalisations industrielles est devenue un enjeu
important a la fois sur le plan économique, écologique et humain [3].

Ceci a engendré un développement rapide de la recherche, tant sur le plan théorique que
pratique. Afin d’élever la fiabilité des systemes complexes, il existe des méthodes adéquates,
telles que la redondance, et la maintenance préventive [3]. Ces périodes de maintenance
préventives sont simulées par des périodes de vacances. Ceci nous a mené a la modélisation
par les systemes de files d’attente a source finie et vacances du serveur. Cependant, la
complexité de ces systemes fait qu'on ait eu recours aux méthodes d’approximation. Vu
que la méthode de stabilité forte permet d’obtenir des estimations quantitatives en plus
de I'analyse qualitative, on se propose d’appliquer cette méthode aux systemes précédents
1, 4].

8.1 Systemes de files d’attente avec vacances du serveur

La plupart des travaux sur les modeles classiques traitent des systemes dans lesquels le
serveur reste oisif quand la file d’attente est vide. Cependant, le temps d’oisiveté du serveur
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pourrait étre utilisé pour un travail secondaire dans le but d’améliorer la performance du
systeme. Ces situations d’attente peuvent étre étudiées par les ’modeles avec vacances”.
Dans un tel modele, le serveur prend occasionnellement une vacance d'une durée aléatoire,
pour accomplir une ou plusieurs taches secondaires, comme elle peut modéliser une période
d’oisiveté du serveur. Ce modele a été largement étudié et appliqué a divers problemes dans
I’analyse des systemes informatiques, des systemes de communication, systéemes industriels,
de production...etc. Pendant plusieurs décennies, plusieurs chercheurs se sont penchés sur
les modeles de ce type, les techniques et les résultats obtenus ont été fructueusement utilisés
dans une variété d’applications. Une synthese des systemes d’attente avec vacances est dans
H.Takagi [7, 6] et T.B. Doshi [2]

8.2 Classification des différents modeles d’attente avec vacances

Les files d’attente avec vacances peuvent étre classifiées de différentes facons. Les dis-
ciplines de service les plus connues sont : la discipline de service exhaustif (complet), la
discipline de service avec barriere, la discipline de service limité, systeme a service limité,
la discipline de service non exhaustif ou ”politique de décision séquentielle de Bernoulli”.
Une comparaison des différentes politiques de service est donnée dans T.B. Doshi. Si le
serveur retourne d’une vacance et trouve la file d’attente vide, il exécute I'une des deux
actions suivantes :

e Sous le schéma de ”vacances multiples”, le serveur commencera immédiatement
une autre vacance et continue a prendre des vacances successives, jusqu’a ce qu’il
trouve au moins un client en attente dans la file. Dans ce cas, toute vacance est
indépendante de la précédente, mais identiquement distribuée.

e Sous le schéma de ”vacance unique”, le serveur attendra jusqu’a la fin de la pro-
chaine période d’activité pendant la quelle un client au moins sera servi, avant de
commencer une autre vacance. Autrement dit, il y a exactement une seule vacance a
la fin de chaque période d’activité.

8.3 Description et position du probleme

Nous considérons deux systemes de files d’attente M/G/1//N et M/G/1//N avec va-
cances multiples et service exhaustif, ayant la méme distribution des temps de service
B(t).

8.3.1 Description du modele M/G/1//N avec vacances multiples et service
exhaustif

Considérons un systeme M/G/1//N de files d’attente & un petit taux de vacances
multiples et service exhaustif. Le flot des arrivées est quasi aléatoire de taux total (N —k)A,
qui est décrit comme suit :

Nous supposons qu’il y ait au total N clients dans le systeme. Notre systéeme consiste en
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une source et un systeme d’attente (file + service). Chaque machine est soit en source
soit dans le systeme d’attente a tout instant. Une machine en source arrive au systeme
d’attente avec une probabilité N\At¢ durant un intervalle de temps arbitraire de longueur
At. Le serveur commence la vacance a chaque moment ou la file devient vide (service
ezhaustif ). Si le serveur revient de la vacance trouvant la file non vide, alors la période de
vacance se termine pour commencer une période d’activité, sinon il commence une autre
vacance (vacances multiples). La distribution de la durée de service est générale, de fonction
de répartition B(.) et de moyenne b. Nous supposons aussi que les durées V' des vacances
du serveur sont indépendantes et identiquement distribuées, de fonction de distribution
générale notée V(x).

8.3.2 Description du modele M/G/1//N

Par ailleurs, soit le systeme M/G/1//N sans vacances du serveur, ayant les mémes distri-
butions des arrivées et de la durée de réparation qui n’est autre que le systeme M/G/1//N
classique. Le systeme M/G/1 sans vacances du serveur a été déja traité en détails dans
Sasfa (1976). Le modele de files d’attente M/G/1/ — /N & source finie se réferent aux
problemes d’interference des machines, dans le sens que le réparateur attend un nombre
fixe de machines qui aléatoirement tombent en panne (plus précisément, avec les durées
d’inter-défaillance exponentiellement distribuées de parametre \).

8.3.3 Chaines de Markov induites

ieme

Les chaine de Markov X % induites aux instants de fin de réparation de la n
machine associées respectivement au systeme M/G/1//N avec vacances et le systéeme
M/G/1//N classique sont données par :

La chaine de Markov induite X, :

Xn+1 - Xn + An+1 - ]. + k[]. - U(Xn>]

A+ k-1, siX, =0, s
Xt A -1, 81X, >1,Vk=1,---,N. .
ol
X, : est le nombre de machines en pannes juste & la fin de réparation de la n'*™° machine,

A, : est le nombre de machines en panne durant la réparation de la n'®™°¢ machine,

k : est le nombre de machines en panne au début d’une période d’activité, k =1, N.
De méme, on peut définir les probabilités suivantes :

fr = P[k machines en panne a la fin d’une période de vacance], k=0, N.
_ O [P - M RNy (1), k=0, N

oy, = P[k machines en panne au début d'une période d’activité], k =1, N.
= C} [JS (L= e Mk W=RMqy(t), k=1,N.
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La chaine de Markov induite X,,

- {Am, st X, =0,

X1 = X, — 14+ Ap,si X, > 1. (8.2)

L’état du systeme X, & la fin de la réparation de la (n + 1)®™° panne ne dépend que de

X, et Any1, ou A,y est indépendante de 1'état du systeme avant ¢, . La chaine X,, est
donc une chaine de Markov homogene a espace d’état E = {0,1,--- , N — 1}.

8.3.4 Noyaux de transition

Les probabilités de transitions en une étape des chaines de Markov induites X, et X,
nous permettent d’écrire I'expression générale des noyaux de transition P et P résumées
ci-dessous respectivement :

Jj+1 - _
Z ps10, st i=0,j=0,N—1, k=1,N,
Pi=3 P S1<i<jtl< N-1, (8:3)
0 sinon.
P; = [ e MV=I=)(1 — e MVdB(¢), si i=0,j=0N—1,
Py = Pj_j = [0 CYH e MN=1=0(1 — e M)i=i+1gB(t) si 0<i<j+1< N -1,
0 sinon.

(8.4)
Clairement, la chaine de Markov {X,,n =1,2,---} est irréductible, apériodique & espace
d’états fini E = {0,1,--- , N — 1}.

8.4 Criteére de stabilité et v-stabilité forte

8.4.1 Notations

Soit M = {;} I'espace des mesures finies sur E (la o-algebre sur E est engendrée par
les singletons de E) et n = {f(i)} 'espace des fonctions mesurables bornées sur E .
L’opérateur F;; donne une application linéaire :

pw— (uP)g Z“’ (7 (8.5)

i€E

Le symbole Pf , pour f € n désignera la fonction
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Pf(k) = Z f(i) Py (8.6)

et I'action de la mesure p sur la fonction f sera notée par puf.
On introduit sur M une classe spéciale de norme :

liallo =Y~ v()lal (8.7)

JEE

ou v est une fonction mesurable, bornée inférieurement par une constante strictement
positive (pas nécessairement finie). Cette norme induit dans ’espace 71 la norme

g0
Hf”v = ke@IE) U(k) . (8.8)

Considérons enfin I'espace B des opérateurs linéaires bornés, de norme
1
Pl|, = sup — V()| Pyl 8.9
171l =31 2755 3 s 89)

Théoreme 8.1 Pour que la chaine de Markov récurrente au sens de Harris X soit
v—fortement stable, il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées,
a)- 1l existe une mesure « € M™ et une fonction mesurable h € fet telles que, mh >
0,01 =1, ah > 0.
b)- Le noyau T =P — h o« est non négatif.
c)- dp < 1 tel que, Tv(x) < pv(z),Vo € E.

8.4.2 v-Stabilité forte de la chaine de Markov X,,

L’adaptation du théoréme précédent a la chaine X,, associée au systeme M/G/1//N sans
vacances (classique), apres perturbation du taux des vacances, nous a permis de délimiter le
domaine ou 'approximation des caractéristiques des deux systemes ” M /G/1//N a vacances
multiples et service exhaustif” et M/G/1//N classique est possible. Le théoreme suivant
caractérise ce domaine.

Théoréeme 8.2 Soit le systeme M/G/1//N de files d’attente avec un tauzr nul de vacance,
qui n'est autre que le systeme le systeme réparable a N machines montées en parallele de
taux de défaillance X\ constant, et un taux nul de maintenance préventive. La chaine de
Markov induite représentant le nombre de machines en panne a la fin de réparation de la
n*®™ machine, est fortement v-stable pour une fonction v(k) = e *B=Dgk  pour tout B >
1.

Démonstration (Preuve). Pour prouver la v-stabilité de la chaine de Markov incluse X,
pour une fonction v(k) = e *#=D gk pour > 1, il est suffisant de trouver une mesure o
, et une fonction h mesurable sur N telles qu’on ait :

7h; >0, ;1 =1, azh; > 0. En effet, prenons v(k) = e *#=D 3k pour > 1, h; = 1,0,
et a; = Po; = C4_y ;7 (1 — e M) emN=1=DAGB(¢), tel quon ait :
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o Th =T7h; =7y > 0.

N-1__
e al= > Py-=1
k=0
N-1 _ -
o ah = Z a;h; = aghg = Pog = fO 67<N71))\tdB(t) > 0.
i=0
Ainsi on vérifie aisément les conditions :
a)- Le noyau T'= P — h o « est positif.
b)- 3p = [;°[(1—eM)e PN+ e MdB(t)] < 1, VB > 1, tel que Tw(k) < pv(k), pour
tout k € {0,1,--- , N — 1}.
N—1

) IPlo=_ swp 5 3 [Pilo(j) = p < o0
ke{0,-- ,N—1} j=0

Conclusion

Dans ce travail, nous avons prouvé pour la premiere fois I'applicabilité de la méthode
de stabilité forte aux systemes de files d’attente avec vacances. Le systeme M/G/1//N a
vacances multiples du serveur et service exhaustif nous a servi d’illustration. Nous avons
obtenu les conditions pour lesquelles la chaine de Markov induite associée a ce modele
est fortement v-stable. Ceci nous permet de constater la possibilité d’approximer les ca-
ractéristiques stationnaires et non stationnaires du systeme M/G/1//N a vacances mul-
tiples du serveur et service exhaustif par celles du systeme M/G/1//N.

Ces résultats laissent envisager des perspectives de recherche, a savoir 'obtention des
inégalités de stabilité pour le systeme étudié et la mesure performances de la méthode dans
ce cas.
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