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Estimation de l’ergodicité uniforme et de la stabilité

forte du processus d’attente ”Waiting Process”
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Résumé Sachant l’intérêt suscité pour les processus de marche aléatoire afin d’étudier le mouvement Brow-
nien ainsi que la modélisation de certains systèmes par un processus de ce type, alors nous nous sommes
intéressés à un exemple de ce genre. Les résultats obtenus sur les inégalités d’ergodicité et de stabilité, pour
les châınes apériodiques, ont été appliqués. Ce processus, de type marche aléatoire, a été déjà considéré par
N.V. Kartashov dans [3] et D. Aı̈ssani. Dans cet article, nous développons un exemple qui illustre concrètement
l’applicabilité de la méthode de stabilité forte des châınes de Markov (qui décrivent l’évolution de certains systèmes.
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6.1 Introduction

Sachant l’intérêt suscité pour les processus de marche aléatoire afin d’étudier le mouve-
ment Brownien ainsi que la modélisation de certains systèmes par un processus de ce type,
alors nous nous sommes intéressés à un exemple de ce genre. Les résultats obtenus sur
les inégalités d’ergodicité et de stabilité, pour les châınes apériodiques, ont été appliqués.
Ce processus, de type marche aléatoire, a été déjà considéré par N.V. Kartashov dans [3]
et D. Aı̈ssani dans [2]. Cet exemple illustre concrètement l’applicabilité de la méthode de
stabilité forte des châınes de Markov (qui décrivent l’évolution de certains systèmes [1]).

Soit (ξn)n≥0 une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées.
Considérons la châıne de Markov Xn+1 = (Xn + ξn+1)+, n ≥ 0 à valeurs dans R+. Posons
pour x ∈ R+, h(x) = P (ξ1 + x ≤ 0) et α(dy) = δ0(dy), où δ0 est la distribution de Dirac
concentrée en l’origine.

Pour X0 = 0, on a Xn+1 = max (0, ξn+1, ξn+1 + ξn, . . . , ξn+1 + ξn + . . .+ ξ1) . On
considère la distribution P (x,A) = ((x+ ξ1)+ ∈ A) = P (X1 ∈ A/X0 = x). On constate
alors que

P (x,A) = P (0 < x+ ξ1 ∈ A) + h(x).α(A) (6.1)

Introduisons l’opérateur T (x,A) = P (0 < x+ ξ1 ∈ A). On a alors l’identité P = T + h ◦α.
Nous considérons la classe de fonction vγ définie par

vγ = exp(γx), x ∈ R+, γ ∈ R (6.2)

Considérons à présent la distribution pn = αT n−1h, n ≥ 1.
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Lemme 6.1. Soit τ = inf(n : ξ1 + . . .+ ξn ≤ 0), alors P (τ = n) = pn.

La classe de norme dans l’espace de mesures finies mE est donnée, en fonction de vγ, par
la relation

‖µ‖γ = ‖µ‖v =

∫ +∞

0

exp(γx)|µ|(dx)

Dans l’espace J des fonctions bornées et finies sur E, on a

‖f‖γ = sup
x≥0

exp(−γx)|f(x)|

Dans l’espace des opérateurs bornés B, on a

‖Q‖γ = sup
x≥0

exp(−γx)

∫ +∞

0

|Q|(x, dy) exp(γy)

Le théorème suivant donne des conditions de stabilité forte de la châıne.

Théorème 6.1 Soit Eξ1 < 0 et ∀ δ ≥ 0, E[exp(δξ1)] < ∞, alors pour tout γ tel que
ρ(γ) = E[exp(γξ1)] < 1, la châıne de Markov X est fortement v-stable, où vγ étant définie
en (6.2).

Les résultats qui suivent sont obtenus en appliquant ceux obtenus dans [4].

Remarque 6.1 On a ‖P‖γ = ‖T + h ◦ α‖γ ≤ ‖T‖γ + ‖h‖γ‖α‖γ < ρ(γ) + 1 < 2 < ∞.
D’où,

(l’ergodicité uniforme de la châıne)⇐⇒ (la stabilité forte)

En énonçant le théorème fondamental suivant, on introduit la suite de nombres λ(n)
vérifiant l’équation de renouvellement (6.3) ci-dessous. Pour celà, posons

d = PGCD{n ≥ 0 : pn > 0} ≥ 1

Théorème 6.2 On considère la suite (λn)n vérifiant l’équation de renouvellement suivante{
λ(n) =

∑n−1
k=1 λ(k)pn−k + δ0,n−1 si n ≥ 2,

λ(n) = 0 si n ≤ 0
(6.3)

Alors,
1) pn = αT n−1h, n ≥ 1 est une mesure de probabilité.
2) P n = T n +

∑
i≥0

∑
j≥0 λ

n
ijT

ih ◦ αT j, où λnij = λ(n − i − j) avec λ(n) est la suite
vérifiant l’équation (6.3).

3) De plus, {
∃ β ∈ [0, 1[,∃ κ > 0 : |λ(kd+ 1)− dλ| ≤ κβkd si n ≡ 1[d]

λ(n) = 0 si n � 1[d] ou n < 0.

avec

lim
k→+∞

λ(kd+ 1) = λ =
1∑+∞

n=1 npn



6 Estimation de l’ergodicité uniforme et de la stabilité forte du processus d’attente ”Waiting Process” 23

On supposera le long de cet exposé que d = 1. En fait, une condition suffisante pour que
d = 1 est Eξ1 < 0. On peut alors estimer, à titre d’exemple, ‖P t −Π‖.
Théorème 6.3 Supposons vérifiées les conditions du théorème (6.1), alors pour tout γ tel
que ρ = ρ(γ) = E(γξ1) < 1 et pour tout Υ > 1 tel que ρΥ < 1 et ρΥ < 1. Alors, on a

‖P t −Π‖ ≤ ρt +
Υ−t

(1− ρΥ )2
max{π({0}), Λ(Υ )}

où π est la distribution stationnaire de la châıne X.
De plus, Λ(Υ ) = supt≥0 |λ(t)− π({0})|Υ t, et Π est défini par,

Π = π({0})
∑
i≥0

∑
j≥0

T ih ◦ αT j;

λ(t) est solution de l’équation de renouvellement (6.3) et limt→+∞ λ(t) = π({0}).

On obtient une évaluation du potentiel de la châıne.

Théorème 6.4 Supposons vérifiées les conditions du théorème (6.1). Alors, on a∑
t≥0

‖P t −Π‖ ≤ 1

1− ρ
+

Λ0

(1− ρ)2
+
ρ(1 + ρ)

(1− ρ)3
(6.4)

où Λ0 =
∑

t≥0 |λ(t)− λ| < ∞.

L’une des inégalités de stabilité forte obtenue est donnée par le théorème suivant.

Théorème 6.5 Sous les mêmes conditions du théorème (6.1), on considère la châıne Y
de noyau de transition Q. De plus, pour tout γ tel que ρ = ρ(γ) < 1, et pour tout Υ > 1
tel que ρΥ < 1, on a

sup
t≥0
‖Qt − P t‖γ ≤ ~ ‖Q− P‖γ.

Où

~ =
1

(1− ρ− ε)2

(
1

1− ρ
+

Λ(Υ )

(Υ − 1)(1− ρ)2
+ 2

π({0})
(1− ρ)3

)
;

où Λ(Υ ) = supt≥0 |λ(t)− λ|Υ t.
D’autres résultats ont été obtenus et une généralisation pour d ≥ 1 a été effectuée (mais
non exposée). De plus, une étude comparative, avec les résultats obtenus dans [3] et [2],
est en cours.
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