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الصنف من الخطية غير الناقصية المسائل من لنوع ضعيفة حلول وجود نثبت الورق هذا في :(Abstract)ملخص
في تقديمه تم T-set (مفهوم T-set مفهوم ادخال يتطلب الحلول فضاء المحدود. (Radon) رادون قياس هو µ حيث −div (â(x, u,Du)) = µ

متغيرة. اسس ذو (Lebesgue-Sobolev) لوبيغ-سوبولاف فضاء و ([8]
قياس. معطى ناقصية، معادلة متغيرة، اسس T-set :(Keywords) كلماتمفتاحية

35J60 ، 35B38 :2000 MSC

:(Introduction)المدخل 1

الناقصية المسائل لدراسة مكرس العمل }هذا
−div (â(x, u,Du)) = µ, D′(Ω) في
u = 0, ∂Ω على (P )

2Nو ،Ω على لرادون المحدود القياس هو µ ،∂Ω (Lipschitzienne) ية لبشيتز حافة )ذو ≥ ) RN من محدود و مفتوح جزء هو Ω حيث
يلي: ما ،∀ξ, ξ′ ∈ RN و ∀u ∈ R و x ∈ Ω تقريبا كان حيثما ، يحقق (Carathéodory) لكارتيودوري تابع هو a : Ω× R× RN → RN

â(x, u, ξ)ξ ≥ α|ξ|p(.), â(x, u, ξ) = (a1, . . . , aN ) (1)
|â(x, u, ξ)| ≤ β h+ |u|p(.)−1 + |ξ|p(.)−1

( )
, h ∈ Lp′(.)(Ω) (2)

(â(x, u, ξ)− â(x, u, ξ′))(ξ − ξ′) > 0, ξ ≠ ξ′, (3)
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p(x)− 1

بحيث: مستمر تابع هو p(.) : Ω → (1,+∞) المتغير الاس حيث

∀x ∈ Ω : 1 < p(x) < N, p′(x) =
p(x)

. (4)

العدد نعرف

p0 =
p(1− 1
+ )N +N

1− 1
p+ +N

. (5)

N

السوائل في الطبيعية الظواهر لدراسة واقعية نماذج تقدم الحالات بعض في التطبيقية. العلوم من مختلفة فروع في اليوم المتغيرة الأسس تستخدم
.[3] الصور بمعالجة ٺتعلق مهمة وتطبيقات ،([11] ،[12]) (Electrorheological) الـكهرورايولوجية

وجود أن نجد ،p(.) > 2− 1 بحيث Ω على مستمر تابع p(.) و |ξ|p(.)−2ξ هي مركباته الذي الشعاع â(ξ) حيث â(x, u, ξ) = â(ξ) الحالة في
1 ≤ q(x) < N(p

N
(x
−
)
1
−1) يحقق مستمر تابع q(.) حيث Ω على L1 بمعطى ناقصية W0لمسألة

1,q(.)
(Ω) المعتاد سوبولاف فضاء في uضعيف حل

.[1] في اثباته تم x ∈ Ω لكل
الحلول. لاحتواء جدا ضيق الاطار هذا نجد 1 < p(.) ≤ 2− 1

N أجل من
اثباته تم هذا و q ∈ [1, NN

(p
−
−
1
1) ) كل أجل من W0

1,q(Ω) الفضاء في (P ) للمسألة u ضعيف حل يوجد p(.) = p > 2− 1
N الثابتة الحالة [2].في في

.1 < p ≤ N حيث L1
0
,p(Ω) لها يرمز عمومية أكثر مجموعة في حلول وجود أثبت [9 ,8] (Rakotoson) راكوتوزن

على المحدود رادون قياس µ حيث (3 القسم (انظر L1
0
,p(.)

(Ω) جديدة مجموعة في (P ) للمسألة الكاملة المعالجة و الضبط هو الورق هذا من الغرض
.x ∈ Ω كل أجل من 1 < p(x) < N حيث مستمر تابع p(.) و Ω

النموذجية الاشكالية نعتبر نموذجي }كمثال
−div

(
|Du|p(x)−2Du

)
= δ, B في

u = 0, ∂B على
.B = {x ∈ RN | |x| < 1} و الاصل عند رادون قياس هو δ حيث

النهاية. إلى المرور بعدها ثم المناسبة التقريبية المسائل لمتتالية قبلية تقديرات على الحصول في للإثبات الرئيسية الخطوات تتمثل
متغيرة أسس مع لابلاس مؤثر من بدلا Au = −div (â(x, u,Du)) الخطية غير الناقصية المؤثرات معالجة في تظهر التي الصعوبات من نوعان هناك
في .Du و u بـ مرتبطة A لاخطية عندما النهاية الى المرور هي الثانية الصعوبة و ، Du التدرج و u للحل قبلية تقديرات على الحصول هي الأولى ،

مطلوبة. (27) الخاصية المرحلة هذه

:(Preliminaries)2مفاهيماولية

.Lp(.)(Ω) المتغيرة الأسس ذات لوبيغ فضاءات خصائص ببعض أولا نذكر القسم هذا في
المجموعة نعرف

C+(Ω) = {v ∈ C(Ω) | v− = inf
x∈Ω

v(x) > 1}.

بحيث Ω على للقياس القابلة f التوابع فضاء الى Lp(.)(Ω) بالرمز نشير ،p ∈ C+(Ω) ليكن

ρp(.)(f) =

∫
Ω

|f(x)|p(x)dx < +∞.

بالنظيم تزويده عند Lp(.)(Ω) الفضاء
∥f∥p(.) := ∥f∥Lp(.)(Ω) = inf {λ > 0 | ρ(f/λ) ≤ 1}
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. 1
p(x) + p′(

1
x) = 1 حيث Lp

بناخيا. فضاء يصبح
(.)(Ω) بـ يفه تعر يمكن Lp(.)(Ω) ثنوي و انعكاسي Lp(.)(Ω) فان p− > 1 كان إذا ذلك، الى بالاضافة و
(Hölder) هولدر متباينة لدينا p(x) ∈ (1,∞) حيث v ∈ Lp′(.)(Ω) ،u ∈ Lp(.)(Ω) كل أجل ∫∣∣∣∣من

Ω

∣∣
uvdx∣∣ ≤ p−

+
1

p′

(
1

)
∥u∥p(.)∥v∥p′(.) ≤ 2∥u∥p(.)∥v∥p′(.).

q ∈ (1, p−) ثابت لكل خاص، بشكل
∥u∥Lq(Ω) ≤ C∥u∥p(.).

بـ يعرف p ∈ C+(Ω) مع W0
1,p(.)

(Ω) البناخي الفضاء
W0

1,p(.)
(Ω) =

{ }
u ∈ Lp(.)(Ω) | |Du| ∈ Lp(.)(Ω), ∂Ω على u = 0

0 (Ω)
.∥ · ∥

W
1,p(.) : u 7→ ∥Du∥p(.) بالنظيم مزود

.p− > 1 بشرط انعكاسي و للفصل قابل W0
1,p(.)

(Ω) الفضاء
:( [4] انظر محققة( (Poincaré) يه بوانكار متباينة ،p ∈ C+(Ω) أن بما

∥u∥p(.) ≤ C∥Du∥p(.). (6)
بمعنى (log-Hölder) مستمر لوغاريتمي هولدر p(.) المتغير الاس كان إذا لـكن و ،W0

1,p(.)
(Ω) في كثيفة ليست عموما الملساء التوابع

|p(x)− p(y)| ≤ − M

ln(|x− y|)
∀x, y ∈ Ω بحيث |x− y| ≤ 1/2,

.W0
1,p(.)

(Ω) في كثيفة الملساء التوابع فان
لاحقا تستخدم التالية التوطئة

محققة التالية العلاقات فان ،(un), u ∈ Lp(.)(Ω) كان إذا .([6]) 2.1 توطئة
.∥u∥p(.) < 1(> 1;= 1) ⇔ ρ(u) < 1(> 1;= 1) •

.min
(
ρ(u)

1

p+ ; ρ(u)
1

p− < ∥u∥p(.) < max ρ(u)
1

p+ ; ρ(u)
1

p

) ( ) •
,∥un − u∥p(.) → 0 ⇔ ρ(un − u) → 0 •

x∈Ω

.p+ = sup p(x) <∞ لان

التالية المتباينة أن الى ∫نشير ∫
|u|p(x)dx ≤ C |Du|p(x)dx,

Ω Ω

نكتب أن يمكن ،(6) و 2.1 التوطئة بواسطة لـكن، .([4] او [5] (انظر عموما محققة ∫ليست
Ω

|u|p(x)dx ≤ C max ∥Du∥p
+

p(.); ∥Du∥
p−

p(.)

{ }
. (7)

. Ω بـ يتعلق ثابت C حيث
بـ مستمر تابع s : Ω → (0,∞) حيث Ls(.)(Ω) المجموعة أيضا نعرف

Ls(.)(Ω) =

{∫
Ω

}
|u|s(x)dx <∞ مع للقياس قابل u : Ω → R .

.[6] ،[5] ،[4] المتغير الاس ذات سوبولاف - لوبيغ فضاءات ية لنظر المحتملة المراجع
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:( New type of Sets) منالمجموعات نوعجديد 3

نضع p ∈ C+(Ω) تابع كل أجل من .Ω على للقياس القابلة التوابع مجموعة الى يرمز الذي L0(Ω) ليكن

Lipp(.)(R) = T ∈W 1,∞(R) | T (0) = 0 و T ′ ∈ Lp (R)
{ }

.

تنتمي arctan الظل قوس و (k > 0) Tk التوابع أن نلاحظ فاننا t ∈ R حيث Tk(t) = 1
2{|t+ k| − |t− k|} وضعنا إذا k > 0 أجل من

.Lipp(.)(R) نعرفالى
L
1
0
,p(.)

(Ω) =
{
u ∈ L0(Ω) | ∀T ∈ Lipp(.)(R), T (u) ∈W 1,p−

0 (Ω), مع
sup
k>0

∫
Ω

DTk(u)
p(x)

(1

|
+ |Tk(u

|
)|)1+δ

dx <∞, ∀δ > 0
}
.

.([8]) في هذا و T-set يسمى L1
0
,p(.)

(Ω) فان x ∈ Ω كل أجل من p(x) = p كان إذا انه الى نشير
.p ∈ C+(Ω) كل أجل من W0

1,p(.)
(Ω) ⊂ L

1
0
,p(.)

(Ω) أن إثبات السهل من
من C1 صنف من تابع φ كان إذا ذلك الى بالاضافة و ،Ω على تقريبا كان حيثما موجود Dv(x) فان v ∈ L

1
0
,p(.)

(Ω) كان إذا .3.1 فرضية

)
لدينا ،R نحو R

.D(φ ◦ v)(x) = (φ′ ◦ v)Dv(x) Ωتقريباعلى كان حيثما (
يحقق vk = Tk(v) التابع k > 0 كل أجل من

Dvk(x) =

{
Dv(x), v(x) < k إذا
0,

|
ذلك غير

|
Ωعلى تقريبا كان حيثما .

µN
[8] انظر الاثبات:

.Ω و ، ، ،â ببنية فقط ٺتعلق مختلفة ثوابت الى C او Ci بـ نرمز
بحيث Ω على مستمرة توابع p(.) و s(.) ،( ) في المعرف p0 أن نفرض .3.2 }فرضية

0 < s(x) < N
N
(p
−
(x
p
)
(x
−
)
1) ,

1 < p(x) < N,
∀ x ∈ Ω. ( )

كان إذا

s+ <
N(p− − 1)

N − p−
او p− > p0 ( )

لدينا فانه
L
1
0
,p(.)

(Ω) ⊂ Ls(.)(Ω). ( )

بالحالة نبدأ الاثبات:

0 < s+ <
N(p− − 1)

N − p−
. (12)
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.p1− < α < 1 نجد اذن N−p− مع α = 1− p
s+
−∗ s+ و v ∈ L

1
0
,p(.)

(Ω) ليكنليكن و ،(12) في المعرف
.vk = Tk(v) ∈W 1,p−

0 (Ω) أن نجد k > 0 أجل من
أن بما

ψα(t) =

∫ t

0

dσ

.ψα(v
k) ∈W 1,p−

0

(1 + |σ|)α

(Ω) أن نستنتج (8) بواسطة اذن 0 < ψ′
α < 1 و C1 صنف من تابع

على نحصل يه بوانكار متباينة باستعمال ذلك الى بالاضافة
∥ψα(v

k)∥Lp−∗
(Ω) ≤ C1∥Dψα(v

k)∥Lp− (Ω)

منه و
∫
Ω

|ψα(v
k)|p

−∗
dx ≤ C2

(∫
Ω

|Dvk|p−

(1 + |vk|)αp− dx

) p−∗

p−

. (13)

أن بملاحظة
αp− − 1 =

(
1− s+

p−∗

)
p− − 1 =

N − p

N

(
N(p− − 1)

N − p−
− s+

)
أن نجد

> 0,

|Ω| <∞ و v ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω) أن و

sup
k>0

∫
Ω

|Dvk|p−

(1 + |vk|)αp− <∞ (14)
على (13)نحصل خلال من بالتالي ∫و

Ω

|ψα(v
k)|p

−∗
dx ≤ C3, ∀k > 0. (15)

اذن t ∈ R ليكن الان
|t|1−α ≤ (1 + |t|)1−α

= (1− α)|ψα(t)|+ 1. (16)
أن نستنتج ،(16) خلال ∫من

Ω

|vk|s
+

=

∫
Ω

|vk|p
−∗

(1−α)

≤ 2p
−∗−1(1− α)p

−∗
∫
Ω

|ψα(v
k)|p

−∗
+ 2p

−∗−1|Ω| (17)
على نتحصل (17) و (15) ∫بواسطة

Ω

|vk|s
+

≤ C4. (18)
.k عن مستقل موجب ثابت C4 حيث

أن استنتاج يمكننا (Fatou) فاتو توطئة خلال من و (18) في k → ∞ ∫بجعل
Ω

|v|s
+

dx ≤ C4.
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.v ∈ Ls(.)(Ω) على نتحصل بالتالي و
.s+ ≥ N

N
(p
−
−

p
−
−
1) أن نفرض الان

بحيث δ > 0 ثابت يوجد Ω على p(.) و s(.) ية استمرار و (9) خلال من
max

y∈B(x,δ)∩Ω
s(y) < min

y∈B(x,δ)∩Ω

N(p(y)− 1)

N − p(y)
, ∀x ∈ Ω. (19)

.(Bi)i
k
=1 الـكرات من منته بعدد تغطيتها بامكننا فانه متراص Ω أن بحيثبملاحظة τ > 0 ثابت يوجد ، ذلك على علاوة

|Ωi| > τ, ∀i = 1, . . . , N حيث Ωi := Bi ∩ Ω. (20)
نعرف

s+i = max
y∈Ωi

{s(y)}, p−i = min
y∈Ωi

{p(y)}.

.s+i i<
N(p−−1)

N−p−
i

أن لنفرض و v ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω) ليكن
نجد (p− > p0) p− على الافتراضات خلال من ، 1

p−
i p−

i

< αi < 1 فان αi = 1− si
+

∗ وضعنا إذا

1− αi < 1− 1

p−i p
≤ 1− 1

+
<
N(p− − 1)

N − p−
.

يعطينا مع(18)، ∫هذا
Ωi

|vk|1−αidx ≤ |Ω|+
∫
Ω

|vk|1− p

1
+ dx ≤ C5. (21)

على نحصل ،(Poincaré-Wirtinger) يه-ويرتينغر بوانكار متباينة باستخدام
∥ψαi(v

k)− ψαi
(vk)∥

Lp
−
i (Ωi) Lp

i (Ωi)
≤ C6∥Dψαi(v

k)∥ − ,

حيث
ψαi

(vk) =
1

|Ωi|

∫
Ωi

ψαi(v
k).

أن لنا تضمن (20) و (21) ،(16) المتباينات
|ψαi

(vk)| ≤ C7.

على، نحصل αipi
− > 1 و Ωi على p−i ≤ p(x) أن خلال من ، وبالتالي

∥ψαi(v
k)∥

Lp
−
i (Ωi)

≤ C8 + C6∥Dψαi(v
k)∥

Lp
i (Ωi)

≤ C9.

أنه على نتحصل ،(17) التقدير من ً بدلا ، محليا قبل من كان كما الحجج نفس باستخدام ، الآن
i = 1, . . . , k كل أجل ∫من

Ωi

|vk|si
+

≤ C10 + C10

∫
Ωi

|ψα(v
k)|pi dx ≤ C11.

ان نجد فاتو توطئة ∫باستخدام
Ωi

|v|si
+

≤ C11, ∀i = 1, . . . , k.

المطلوبة. النتيجة على نتحصل Ωi على s(x) ≤ s+i أن بما اخيرا،
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.p(.) > 1 تابع كل أجل من p0 < 2− 1
N

أن نفرض مستمرة. توابع q(.) : Ω → (0, N/(N − 1)) و p(.) : Ω → (1, N)

لدينا .3.3 ملاحظة
ليكن .3.4 فرضية

max
x∈Ω

{q(x)(p(x)− 1)} < N(p− − 1)

N − 1
او p− > p0.

نجد ∫اذن
Ω

|Dv|q(x)(p(x)−1)dx <∞, ∀v ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω).

.s(x) = q(x)(p(x)− 1) ليكن و ،x ∈ Ω كل أجل من q(x) ∈ (0, N/(N − 1)) و v ∈ L1,p(.)(Ω) ليكن الاثبات:
يحقق ثابت s+ ليكن اولى خطوة في

0 < s+ <
N(p− − 1)

N − 1
. (22)

.s(x) < p− أن يستلزم ،(4) مع ،(22) أن الى نشير
نكتب ،k > 0 كل أجل من ∫الان،

Ω

|Dvk|s(x)dx =

∫
Ω

Dvk s(x)

(1 + |v
|
k|)(1+

|
δ)s(x)/p− (1 +

≤ 2

∥∥∥∥ |Dvk|s(x)

(1 + |vk|)(1+δ)s(x)/p−

∥∥∥∥
p−
s(.)

∥
+

|vk|)(1+δ)s(x)/p−

∥∥(1 |vk|)(1+δ)s(x)/p−
∥∥∥

p−
p−−s(.)

.

أن ∫بما
Ω

Dvk p(x)

(1

|
+ |v

|
k|)1+δ

dx ≤ C, ∀k > 0,

على نحصل 2.1 التوطئة خلال من اذن
∫
Ω


|Dvk|s(x)dx ≤ C12 max

(∫
Ω

(1 + |vk|)(1+δ)
s(x)

p−−s(x)

) p−−s+

p−

;

(∫
Ω

(1 + |vk|)(1+δ)
s(x)

p−−s(x)

) p−−s−

p−

 . (23)

بحيث δ > 0 اختيار يمكننا اذن ، s(x)
p−−s(x) ≤

s+

p−−s+ < N(p−−1)
N−p− فان 0 < s+ < N(p−−1)

N−1 أن بما

max
x∈Ω

{
(1 + δ)

s(x)

p− − s(x)

}
= (1 + δ)

s+

p− − s+
<
N(p− − 1)

. (24)
N − p−

أن نجد ،(24) و (23) ،3.2 الفرضية خلال ∫من
|Dvk|s(x)dx ≤ C13. (25)

.Ω
Ω

في تقريبا كان حيثما موجود Dv(x) فان v ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω) معطى اي أجل من ،3.1 الفرضية من
على نتحصل فاتو، توطئة باستخدام و (25) في k → +∞ ∫بجعل

Ω

|Dv|s(x)dx ≤ C13.
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،.s+ ≥ N(
N
p−−

1
1) أن نفرض الان

يحقق δ > 0
على− نحصل (23) حجة ∫بنفس

Ω

|Dvk|s(x)dx ≤ C14 max
{
A

1−( s(.)
p(.) )

+

k ;A
1−( s(.)

p(.) )
k

−}
مع

Ak =

∫
Ω

(1 + |vk|)(1+δ)
s(x)

p(x)−s(x) و (1 + δ) <
s(x) N(p(x)− 1)

.
p(x)− s(x) N − p(x)

أن استنتاج يمكننا p− > p0 كون خلال من و 3.2 الفرضية ∫باستخدام
Ω

|Dvk|q(x)(p(x)−1)dx ≤ C15.

على نتحصل فاتو، توطئة باستخدام و ∫هذا
Ω

|Dv|s(x)dx ≤ C15.

المطلوب. يثبت التقدير هذا
لدينا مستمر، تابع p(.) : Ω → (2− 1 , N) ليكن .3.5 Nفرضية

L
1
0
,p(.)

(Ω) ⊂W0
1,s(.)

(Ω)

1 ≤ s(x) <
N(p(x)− 1)

N − 1

حيث s(.) : Ω → [1,∞) مستمر تابع كل أجل من
, ∀ x ∈ Ω.

.x ∈ Ω كل أجل من N(p(x)− 1)/(N − 1) > 1 لدينا p(x) > 2− 1
N أن بما الاثبات:(

.p− > 2− 1
N > p0 و q(x) ∈ (0, N

N
−1 ) اذن q(x) = s(x)/(p(x)− 1) و s(x) ∈ [1, N(p

N
(x
−
)
1
−1) ليكن

أن نجد v ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω) كل أجل من ،3.4 الفرضية ∫من
Ω

|Dv|s(x)dx ≤ C16. (26)

.
الاثبات. انتهى

p > 1 اس كل أجل من محقق p > p0 الفرض ،p(x) = p الثابتة الحالة في .3.6 ملاحظة

:(The main Results) 4النتائجالرئيسية

،φ ∈ C0
∞(Ω) كل أجل من و ،â(x, u,Du) ∈ L1(Ω)N ،u ∈ L

1
0
,p(.)

(Ω) كان إذا (P ) للمسألة ضعيف حل هو u تابع .4.1 تعريف
∫ أن ∫نجد

Ω

â(x, u,Du)Dφdx =
Ω

φdµ.

التالي. هي الرئيسية النتيجة
بحيث مستمر تابع p(.) : Ω → (1, N) أن نفرض .µ ∈M(Ω) ليكن .4.2 ية نظر

p+ − 1

p− − 1
<

N

N − 1
or p− > p0, ( )

.(P ) الناقصية للمسألة u ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω) ضعيف حل الاقل على يوجد فانه، .( )-( ) يحقق â و
خطوات. ثلاث إلى يحتاج الاثبات
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:تقريب. 1 الخطوة

التقدير تحقق و D′(Ω) في µ نحو ٺتقارب C0
∞(Ω) من متتالية (µn) لتكن

∥µn∥L1(Ω) ≤ ∥µ∥M(Ω), n ≥ 1.

نضع ،u ∈W0
1,p(.)

(Ω) أجل من
Au = −div (â(x, u,Du)).

v
(
W0

1,p(.)
(Ω)
)

w ، ،u كل أجل من بمعنى: (hemicontinuous) مستمر نصف A أن نجد (2) بفضل و ، ′ W0نحو
1,p(.)

(Ω) ينقل A المؤثر
مستمر. R ∋ λ 7→ ⟨A(u+ λv), w⟩التطبيق ،W0

1,p(.)
(Ω) من

كتابة يمكننا 2.1 التوطئة و (1) بواسطة
⟨Au, u⟩

∥u∥
W

1,p(.)
0 (Ω)

≥ α
ρp(.)(Du)

∥u∥ 1,p(.)
0 (Ω)

≥ α

min

W{
∥u∥p

+

W
1,p(.)
0 (Ω)

, ∥u∥p
−

W
1,p(.)
0 (Ω)

}
∥u∥

W
1,p(.)
0 (Ω)

.

.(Coercif) قهري A أن يثبت هذا
أن نجد u ∈W0

1,p(.)
(Ω) كان إذا الواقع، في محدود. A المؤثر

∥Au∥(
W

1,p(.)
0 (Ω)

)′ ≤ sup
φ∈W

1,p(.)
0 (Ω),∥φ∥≤1

∫
Ω

β
(
h+ |u|p(x)−1 + |Du|p(x)−1

)
|Dφ|dx

≤ 2β
∥∥∥(h+ |u|p(.)−1 + |Du|p(.)−1

)∥∥∥
p(.)

p(.)−1

.

المطلوبة. النتيجة على نتحصل (7) و 2.1 التوطئة خلال من
تحقق (un)n∈N ⊂W0

1,p(.)
(Ω) متتالية توجد بالتالي و غامر، A أن [7]تؤكد في عليها المحصل ∫النتيجة

Ω

â(x, un, Dun)Dφ =

∫
Ω

µnφ, ∀φ ∈W0
1,p(.)

(Ω). (28)

∫
Ω

:تقديراتقبلية. 2 الخطوة

بحيث ،C = C(T ) ثابت يوجد ،T ∈ Lipp(.)(R) كل أجل من .4.3 توطئة

|DT (un)|p
−
dx ≤ C, ∀n ≥ 1. ( )

∫
Ω

|DTk(un)|p(x)dx ≤ k
∥µ∥M(Ω)

α
, ∀k > 0, ( )

يحقق C = C(δ) ثابت يوجد ،δ > 0 كل أجل من ∫و
Ω

Dun
p(x)

(1

|
+ |u

|
n|)1+δ

dx ≤ C, ∀n ≥ 1. ( )
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.T ∈ Lipp(.)(R) ليكن الاثبات:
.(28) في ∫ un

0
|T ′(t)|p−

dt الاختباري التابع نعتبر
على نحصل ،A قهربة باستعمال

α

∫
|Dun|p(x)|T ′(un)|p

−
dx

Ω

≤ ∥µn∥L1(Ω)

∫ +∞
|T ′(x)|p

−
dx ≤ C(T ).

.(30) على نحصل ،(28) في اختباري تابع Tk(un) اخذنا إذا .(29) لدينا اذن
نجد (1) باستعمال و (28) في اختباري تابع ψδ(un) =

∫ un

0 (1+|σ
dσ
|)1+δ dσ نختار ،(31) التقدير أجل ∫من

Ω

Dun
p(x)

(1

|
+ |u

|
n|)1+δ

dx ≤
∥µ∥M(Ω)

δα
.

لدينا فانه محقق الافتراض(10) كان إذا .( . ) الفرضية في معرفين p(.) و s(.) ليكن .4.4 ∫توطئة
Ω

|un|s(x)dx ≤ C, ∀n ≥ 1. ( )

اثباتها. تم 4.4 التوطئة هكذا .(31) بـ (14) باستبدال ذلك و .3.2 المبرهنة اثبات بتعديل نقوم إثبات(32)، أجل من الاثبات:

بحيث ،C > 0 ثابت يوجد اذن ( ) في اليه مشار هو كما p(.) ليكن .4.5 ∫توطئة
Ω

|Dun|q(x)(p(x)−1)dx ≤ C, ( )

تحقق التي Ω على q(.) المستمرة التوابع بعض أجل من

.1 < q(x) <
N

N − 1
, x ∈ Ω كل أجل من

يحقق، Ω على q(.) مستمر تابع يوجد اذن p
p
−

+−
−
1
1 < N

N
−1 أن نفرض الاثبات:

1 < q(x) <
N

N − 1
, و q+(p+ − 1) <

N(p− − 1)

N − 1
, (34)

بحيث δ1 > 0 يوجد بالتالي،

(1 + δ1)
q+(p+ − 1)

p− − q+(p+ − 1)
<
N(p− − 1)

N − p−
. (35)

أن نجد ،1 < q(x) < N/(N − 1) و 1 < p(x) < N أن بما
.q(x)(p(x)− 1) < N(p

N
(x
−
)
1
−1) و q(x) < p′(x) = p(x)/(p(x)− 1)

على نحصل هولدر متباينة باستعمال ،δ > 0 ∫ليكن
Ω

|Dun|q(x)(p(x)−1)dx =

∫
Ω

|Dun|q(x)(p(x)−1)

(1 + |un|)(1+δ)q(x)/p′(x)
(1 + |un|)(1+δ)q(x)/p′(x)dx

≤ 2

∥∥∥∥ |Dun|q(x)(p(x)−1)

(1 + |un|)(1+δ)q(x)/p′(x)

∥∥∥∥
p (.)
q(.)

∥∥∥(1 + |un|)(1+δ)q(x)/p′(x)
∥∥∥

p′(.)
p′(.)−q(.)

.
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أن نستنتج (31) التقدير و 2.1 التوطئة خلال ∫من
Ω

|Dun|q(x)(p(x)−1)dx ≤ C max
{
B

1
(

q(.)
)+

p (.)
n

− ′
;B

1− q(.)

p′(.)
n

( ) }
, (36)

بحيث
Bn =

∫
q(x)(p(x)−1)

(1 + |un|)(1+δ)
p(x)−q(x)(p(x)−1) dx.

Ω

بحيث δ2 > 0 اختيار يمكننا ،q(x) < N/(N − 1) و مستمر تابع q(.) كون خلال من
δ2 <

N(p(x)− q(x)(p(x)− 1))

q(x)(N − p(x))
− 1 =

p(x)(N − 1)

q(x)(N − p(x))

(
N

N − 1
− q(x)

)
.

أن نجد δ = min{δ1, δ2} باخذ
s(x) = (1 + δ)

q(x)(p(x)− 1)

p(x)− q(x)(p(x)− 1)
<
N(p(x)− 1)

N − p(x)
, ∀ x ∈ Ω. (37)

أن نستنتج ،(35) خلال من
max
x∈Ω

s(x) ≤ (1 + δ)
q+(p+ − 1)

p− − q+(p+ − 1)
<
N(p− − 1)

N − p−
= min

x∈Ω

{
N(p(x)− 1)

N − p(x)

}
. (38)

)37(و)36(، ،
.(33) على نتحصل و(32) (38) ،(37) ،(36) خلال من الان،

اثبات تم هكذا المطلوب. على للحصول p > p0 الفرض استعمال يمكننا 1 < q(x) < N
N
−1 و p

p
−

+−
−
1
1 ≥ N

N
−1 كان التوطئة.إذا

.s(x) = q(x)(p(x)− 1) و . التوطئة في اليهما المشار q(.) و p(.) ليكن .(4.4 التوطئة (بخصوص 4.6 لازمة
أن تستلزم (34) أن بملاحظة

s+ <
N(p− − 1)

N − 1
<
N(p− − 1)

N − p−
,

∫
Ω

|un|q(x)(p(x)−1)dx ≤ C.

أن نجد ، . التوطئة خلال من
( )

.
)u(

:المرورالىالنهاية. 3 الخطوة

مشار q(.) و p(.) مع ،(|u|q(.)(p(.)−1) ∈ L1(Ω)) u التابع نحو تقريبا كان حيثما ٺتقارب ( n لها (نرمز جزئية متتالية توجد .4.7 توطئة
. التوطئة في اليهما

جزئية متتالية توجد بالتالي ،W 1,p
0 (Ω) من محدودة مجموعة في تبقى (T (un)) المتتالية (29) بواسطة .T (un) = arctan(un) نضع الاثبات:

(
)))u(T(بحيث ( n لها نرمز

T (un) → w, Ω في تقريبا كان حيثما و Lp (Ω) في بقوة . 40)
لدينا اذن

un → T−1(w) := u, Ω في تقريبا كان حيثما . 41)(
.|u|q(.)(p(.)−1) ∈ L1(Ω) و Ω في تقريبا كان حيثما محدود u أن نستنتج فاتو توطئة و ،(41) ،(39) حسب

يلي ما لدينا .4.8 توطئة
Dun → Du, Ω في تقريبا كان حيثما , )(
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نجد اذن ،[3.8 التوطئة ,[10]] من الاول الجزء اثبات يقة طر بنفس الاثبات:

lim sup
n→+∞

∫
Ωη∩{|u|≤k}

(â(x, un, Dun)− â(x, un, DTk(u)))(Dun −DTk(u))dx = 0 (43)

.η > 0 ,ε ∈ (0, 1) ،|Ω/Ωη| ≤ η و n ≥ nε كل أجل من ،Ωη = {x ∈ Ω | |un − u| ≤ ε} حيث
.Ωη ∩ {|u| ≤ k} في تقريبا كان حيثما Du نحو ٺتقارب (Dun′) جزئية متتالية توجد انه نستنتج ،[10] في كما باستدلال

نضع
In,η =

∫
|Dun −Du|p

−−1dx.
Ωη∩{|u|≤k}

نحو ٺتقارب المتتالية كل أن نجد التناقض بحجة ذلك، الى بالاضافة صفر. نحو ٺتقارب In′,η الجزئية المتتالية ،(Vitali) فيتالي ية نظر و (30) حسب
نكتب ،n,m ≥ 1

الصفر.
كل أجل ∫من

Ω

|Dun −Dum|p
−−1dx =

∫
η∫∩Ω {|u|≤k}

|Dun −Dum|p
−−1dx+∫

|Dun −Dum|p
−−1dx+ |Dun −Dum|p

−−1dx
Ω/Ωη

≤ C(In,η + Im,η) +

∫
Ω/Ωη

Ωη∩{|u|>k}

|Dun −Dum|p
−−1dx+

∫
Ωη∩{|u|>k}

|Dun −Dum|p
−−1dx

≤ C(In,η + Im,η) +(
|{|u| > k}|1− q

1
− + |Ω/Ωη|

1−
q

1
−
)(∫

Ω

|Dun −Dum|q
−(p−−1)

) 1

q−

. (44)

على نحصل ،4.7 التوطئة نستعمل
|{|u| > k}| ≤ C

kq−(p−−1)
.

أن يعني ،(33) و (44) ∫حسب
Ω

|Dun −Dum|p
−−1dx

≤ C
(
In,η + Im,η + k−(q−−1)(p−−1) + η

1− 1

q−
)
.

أن نستنتج ،η → 0 و k → +∞ ناخذ
lim
n,m

∫
Ω

|Dun −Dum|p
−−1dx = 0.

بحيث w للقياس قابل تابع و (Dun) لها نرمز جزئية متتالية توجد اذن ،Ω في بالقياس لـكوشي متتالية هي (Dun) أن نستنتج هذا خلال من
Dun → w, Ω في تقريبا كان حيثما . (

انتهى. الاثبات .Du = w

45)
على نحصل 4.7 التوطئة و (30) حسب

.4.2 اثباتالنظرية

كتابة يمكننا (31) ∫بفضل
Ω

DTk(un)
p(x)

(1

|
+ |Tk(un

|
)|)1+δ

dx ≤ C
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أن نجد (42) و 4.7 التوطئة حسب التقدير، هذا في n→ +∞ ∫ناخذ
sup

(1

|
+ |Tk(u

|
)|)1+δ

dx ≤ C
k>0 Ω

DTk(u)
p(x) (46)

.u ∈ L
1
0
,p(.)

(Ω) هكذا .T (u) ∈W 1,p−

0 (Ω) على نحصل ،(29) في n→ +∞ ناخذ
.4.2 ية النظر يثبت هذا .(28) في النهاية الى المرور بسهولة يمكننا فيتالي، ية نظر و (42) ،4.7 التوطئة ،(39) ،(33) ،(2) نستخدم
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