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Abstract: We present in this article a two dimensional resolution of the transport equation using the numerical scheme
ADBQUIKEST. The obtained results are compared to those found in the literature

Résumé : Nous présentons dans cet article la résolution bidimensionnelle de I'équation de transport en utilisant le schéma
numérique ADBQUIKEST. Les résultats obtenus sont comparés a ceux trouvés dans la littérature.
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1. Nomenclature

Les indexes e et p sont utilisés respectivement pour les électrons et les ions positifs.

n Densité des particules chargées
0] Flux des particules chargées

S Terme source

\% Potentiel électrique

E Champ électrique

u Mobilité des particules chargées
D Coefficient de diffusion

o Coefficient d’ionisation

W Vitesse de dérive

P Pression

N Densité du gaz

e Charge élémentaire

€0 Permittivité

Ax Pas spatial longitudinal

Ay Pas spatial transversal

Az Pas spatial tangential

At Pas temporel

c Nombre de courant CFL (Friedrich-Levy)

2. Introduction

La simulation numérique de la dynamique des particules transportées dans une décharge électrique reposent
sur le choix des algorithmes pour résoudre les équations du modéle numérique de cette décharge.
Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a la modélisation pour résoudre les équations de continuité, La
modeélisation numérique en 2D exige l'utilisation d’un schéma numérique puissant qui pourra, d'une part, suivre
les forts gradients de densité et d'autre part, il est souhaitable que ce schéma soit souple et consomme peu de
temps de calcul pour une exploitation simple et facile. Donc, les algorithmes utilisés doivent répondre aux
contraintes du phénomene physique et aux exigences du temps de calcul. Notre travail est consacré a la mise au
point d’un modéle numérique tridimensionnel performant pour résoudre les équations de transport.

3. Modele numérique

L’équation mono-dimensionnelle de type Dérive-Diffusion nécessaire a la résolution des équations de transport a
été définie par Dhali et Williams pour chaque espéce chargée comme suit:
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one (F,t) 0% (F,t) .

at o~ oe(nt) @
on, (F,t) 6@, (F,t) ~
Pat + paF =S, (F,t) (2
avec S le terme source donné par I'équation suivante
S =npaE

4.  Méthode numérique

Le schéma QUICKEST (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics with Estimated
Streaming Terms) est une technique décrite et développée par Leonard [Le-1] qui n’exige pas une connaissance
spéciale de la solution, et qui permet de traiter tous les points de I’intervalle inter-électrodes dans le calcul.

L’utilisation des flux dans le schéma Quikcest peut générer I’apparition de nouveaux maximums de densités
et réintroduire ainsi des densités négatives. Ceci est le r6le du Flux Limiteur tel que la technique
ADBQUICKEST qui est la plus récente parmi les techniques décrites dans la littérature [Ca-1][Fe-1] [Fe-2].

La technique ADBQUICKEST est une nouvelle version de la TVD (Totale Variation Diminution) du schéma
Quickest. Elle a été présentée pour la premiére fois dans la littérature en 2009 par Ferreira VG et Kurokawa [Fe-
1]. lls ont discrétisé I'équation de continuité en utilisant la méthode de différences finies en troisiéme ordre en
espace. L'écriture de I'équation de continuité en utilisant ce type de discrétisation est intitulée I'algorithme
Quickest.

Le couplage du schéma Quickest avec le flux limiteur ADBQUICKEST présente une meilleure alternative
pour résoudre les problémes tridimensionnels liés aux équations de transport de type Dérive-Diffusion.

Cette technique est basée sur le calcul des flux par I’équation :

=B () ) et 3)

C : est le nombre de courant (critére de Friedrich-Levy) donné par I’expression:

At
AX

C=Cir1/2 = Wiy1/2

L’utilisation des flux <Dik+1 /2 dans le schéma numérique peut générer I’apparition de nouveaux maximums de

densités et réintroduire ainsi des densités négatives. Ceci est le réle du Flux Limiteur qui doit le réaliser en
respectant la non création de nouveaux extremums, ni I’accentuation des extrémes déja existants.
Le flux limiteur du schéma ADBQUICKEST est donné par I’expression:

(¢ ,5) = max (0,A)
2+c2—3\c\+(1—c2)ri‘j1/2 4)
3.3 :2))
-3[d
La techniqgue ADBQUICKEST est développée, aussi, comme suit:
Soient les équations (1 et 2) que nous pouvons écrire de la fagon suivante:
_ 7(Ci+1/2 B)

A =min (25,

ik+1 _ nlk _
At
At

_ Ci1/2 at
B= gn(xm/z,t) dt—Tt gn(xi,l,z,t) dt)

Si nous considérons que la vitesse est constante a I’intérieur de chaque intervalle, I’équation (5) s’exprime
unigquement en terme des densités n et du nombre de courant c=c,,,, , il vient que:

n

®)

k k k 3
Nt - = —c (2 —Ny2) (6)
1 A
Avec : nikﬂ/z = At j N (Xizg /2, 1) dt (7
0

Il s’en suit que nf,,, et n€;,, représentent les valeurs moyennes prises sur I’intervalle de temps at des densités
au centre de chaque cellule.

L'objectif principal de la techniqgue ADBQUICKEST est de contréler les valeurs de n,,, et nf,,, issues du
schéma QUICKEST, afin de rendre le schéma strictement positif et de maniére a ce qu’aucun maximum ou
minimum n’apparaisse sur 1’intervalle de temps.

Dans ce qui suit, nous allons effectuer des tests numériques sur I’algorithme utilisé dans ce travail. Ces tests vont
nous permettre de choisir ’algorithme qui respecte le plus fidélement les critéres cités précédemment.
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Cette expérience numérique sera effectuée en faisant propager le profil de la densité avec une vitesse constante
pendant une période T. La résolution de I'équation de continuité (sans terme de diffusion et avec un terme source
nul) est effectuée pour un nombre de point nx suivant I'axe de propagation égal a 500.
Le schéma numérique doit étre capable de suivre le plus fidelement possible la distribution analytique de la
densité initiale n(x,t) multiforme ; rectangulaire, gaussienne, et triangulaire avec une vitesse de dérive constante.
Cette densité est donnée a l'instant initial par ’expression suivante:

n(x, t=0)=10 (ua) pour 0.05<x<0.25 (ua)

n(x, t=0)=10*(exp(-300*(x-0.2)?)) (ua) pour 0.35<x<0.65 (ua)

n(x, t=0)=100 x - 75 pour  0.75<x<0.85 (ua)

n(x, t=0)=-100 x + 95 pour  0.85<=x<0.95 (ua)

n(x, t=0)=0 dans le reste de l'intervalle. La vitesse de propagation constante W(x) est égale a 10 (ua).

La figure (1) représente les résultats calculés a I’instant t=T pour une vitesse de propagation constante. Le
nombre de points nx est égal a 500 e'igl’intervalle inter-électrodes est égal a 1 (ua).

16 f ——— Solution analytique
—_——— Solution calculée par ADBQuickest
14
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Densité (ua)
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Position (ua)
Fig. 1 : Solutions calculées aprés une période T.
Nous remarquons que le profil de la solution calculée par le schéma numérique ADBQUICKEST est en
concordance avec le profil de la solution analytique.

5. Application du schéma numérique ADBQUICKEST aux équations de transport
a. Reésolution monodimensionnelle

En raison de ses qualités de stabilité, de précision et de rapidité par rapport aux techniques numériques, on peut
dire que l'utilisation de la méthode ADBQUICKEST a permis d'ouvrir de nouvelles perspectives pour la
modeélisation des décharges hors équilibre.
On se propose de résoudre les équations de conservation des porteurs de charge (électrons, ions) en géométrie
cartésienne. On choisit pour illustrer le formalisme, la configuration plan-plan des électrodes.
Afin de valider notre schéma numérique basé sur 1’algorithme ADBQUICKEST, nous étudions le profil de
densité solution dans le cas des situations tests ou I’on connait déja la solution. II s'agit de la propagation d'un
profil de densité initiale de forme rectangulaire avec une vitesse de dérive W(x) indépendante du temps et
variable en fonction de la position selon la relation suivante :
W(x) =1+9(sin(nx))? .

Cette vitesse présente donc un maximum pour la position x=0,5 qui est dix fois plus important que sa valeur au
début et a la fin de I'intervalle en x=0 et x=1.

La distribution initiale de la densité n(x,t) est telle que :

n(x, t=0)=10 pour  0.05<x<0.25 (ua)

n(x, t=0)=0  dans le reste de l'intervalle.
La figure (2) représente la solution analytique en pointillés et la solution calculée en fonction de la position par
I’algorithme ADBQUICKEST aux instants 0.4T et T, pour un nombre de points nx sur l’intervalle de
propagation égal & 501 points et un nombre de courant CFL égal & 107,
On remarque que les solutions déterminées par ce schéma ne dépendent pas de la valeur du CFL. On constate
aussi, que les profils de la solution calculée a 0.4T et & T sont quasi similaires aux profils de la solution
analytique a ces instants. Le pic du profil de la solution analytique obtenu par Davies a 0.4 T a été presque
atteint. Ce comportement est dd a la discontinuité aux bords du profil utilisé et a la correction faite par le schéma
ADBQUICKEST qui assure I’¢limination de tout extremum.
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Fig. 2 Solutions calculées at=0.4T et t=T pour une vitesse de propagation variable

Le calcul d’erreur, nous renseigne sur la précision et la qualité de la méthode utilisée. L’erreur absolue est
calculée aprés une période T en fonction de la position et la valeur du CFL (de 10 & 10™%).
Le choix de ces deux valeurs extrémes du CFL, est justifié par les différentes recherches faites dans la littérature,
[6].
Cette erreur est donnée par I’équation suivante:
1 driode analytique
A.E=— jperiode_ p,analvtia
~2al n
La figure (3) représente la variation de I'erreur absolue moyenne en fonction du CFL pour plusieurs valeurs de
nombre de points nx (de 101 a 501 points).
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Fig. 3 Erreurs absolues moyennes issues de 1’algorithme ADBQUICKEST

Nous pouvons remarquer que la valeur de I'erreur absolue moyenne est quasiment indépendante du CFL et
inversement proportionnelle au nombre de point nx. Nous pouvons conclure que la technique ADBQUICKEST
est un schéma conservatif.

b. Résolution bidimensionnelle

L'extension de la résolution monodimensionnelle précédente pour deux dimensions en coordonnées cylindriques,
peut s'envisager en utilisant la méthode dite (a pas fractionnaires ; Time Splitting). Cette méthode revient a
considérer que le probléme numérique a deux dimensions décrit par I'équation suivante:

~ a[r.[nw - Da—nj]
on,onw_opon 1 L\ o)) o 8)
ot 0z 0z o0z r or
peut se réduire & une succession de problémes & une dimension dans l'espace [Be-2][Hu-1][Kr-1] [Po-4]. Cela
signifie que le transport des particules qui s'effectue dans I'espace et dans le temps de maniere synchrone et liée,
s'effectuera de maniére séparée en résoudrant en premier lieu I'équation de transport selon la direction axiale:

oW, _g )
ot 0z
La densité calculée est introduite pour la résolution de cette équation selon la direction radiale:
a(r.
on 1 o(n(nw)) g (10)
ot r or

Avec: wz et wr les vitesses de dérive axiale et radiale. Le coefficient de diffusion est considéré nul.
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Pour valider notre schéma numérique en 2D, nous allons utiliser les paramétres de calcul proposés par
Kulikovsky. 1l s'agit de suivre I'évolution spatiotemporelle d'une densité initiale de forme connue. Le coefficient
de diffusion et le terme source sont nuls. Les vitesses de dérive axiale et radiale sont identiques aux celles
utilisées par Kulikovsky [7].

La densité initiale de profil gaussien utilisée dans ce test est donnée par I'expression suivante :

n(z,rt=0)= nl.exp[_(zzo)zc;(r'h)z]

Pour laquelle; les valeurs de ny, zg, ro, o sont données respectivement comme suit: 10%2, 0.9, 0.9, 0.04 en unités
arbitraires (ua)
La figure 4 montre le profil gaussien de la densité initiale présentée en 2D en unité arbitraire.

Fig. 4 La densité initiale de profil gaussien en unité arbitraire.
La propagation de la densité sur la diagonale est due aux vitesses de dérive axiale et radiale de valeurs égales. Ce
profil de la densité propagée, comme le montre la figure "Fig 5", est en concordance avec celui trouvé par le
schéma amélioré Scharfetter -Gummel SGO utilisé dans la thése de Benaired [8].

Fig. 5 Propagation de la densité de profil gaussien selon la direction diagonale.

6. Conclusion

L’objectif de cette étude était de mettre au point un modéle numérique performant pour la résolution des
équations de transport en géométrie bidimensionnelle. Cela va nous permettre d'étudier la dynamique des
particules chargées dans le cas des décharges électriques a haute pression, en vue d'une meilleure compréhension
de I'évolution et de la propagation des ondes d'ionisation dans des situations de fortes variations de densité et de
champ électrique.
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