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Résumeé

C'est un élément fini de plaque triangulaire d'é#st plane développé en perspective de constmdies éléments de coques. Sa
formulation utilise des concepts relatifs a I'apgre en déformation, au quatrieme nceud fictif, eodiadensation statique, a l'intégration
analytique et se base sur les hypothéses dedddldes plaques minces (Théorie de Kirchhoff)deanarche adoptée a permis d'aboutir a

un élément fini de plaque (HIMEUR) concurrentiebuste et performant.

Mots clef: EIément fini, formulation en déformatjdntégration analytique, Condensation statiquagpé mince;

1. Introduction

Les structures complexes (de coque) sont fréquemmen
rencontrées dans divers domaines. Le développement
d’éléments finis simples et performants pour I'gsalde
ces structures constitue un des axes majeurs de la
recherche scientifique en mécanique des solides.
Seulement, des problémes sont souvent rencontrdant
difficile la concrétisation des objectifs assigndss
principales contraintes observées sont souvert liée

- aux aspects dincompatibilité des champs de
déplacement lors de [l'adjonction des éléments de
membrane avec ceux de plaque,

- aux phénomeénes de blocage de cisaillement et de
membrane « shear locking set« membrane locking, »

- aux problémes numériques induits par I'absence du
« 6™ DDL » dans le cas des éléments co-planaires.

- aux probléemes numériques liés a lintégration
numeérique.

L'objectif de cette recherche est donc, « la fomatiah
d’éléments finis de coques basés sur la formulaginon
déformation » ayant pour finalité le contournemdmtces
difficultés d’une part, et la construction d’élérdinis de
coques simples et efficaces pour I'analyse de<tsires
complexes. Pour ce faire, nous avons enrichi notre
démarche par des concepts et des techniques de
développement reposant sur I'adoptioncd@pproche en
déformation » l'introduction d'un « quatriéme nceud
fictif » & I'élément triangulaire dont les degrés de libert
correspondants sont par la suite éliminés au nideala
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matrice de rigidité élémentaire par la technique de
« condensation statique ¥utilisation de « I'intégration
analytique »pour I'évaluation de la matrice de rigidité.

Les premiers travauil2] ont abouti a la construction
d'éléments finis triangulaires de membrane pouddr
combinés, aisément, avec des éléments flexionnels
(plaques, poutres et coques). Il s'agir des élé&mnent

- « T3_Kteta »12], dont I'inconnue nodale de rotation
est obtenue par adjonction a la matrice de rigidieé
I'élément« CST »(formulé en déformation) une matrice
de rigidité associée a la rotation autour de lamade
(drilling rotation). Partant de la démarche de [18&}tte
matrice «de rotation » est obtenue en minimisant
I'énergie de déformation de la rotation autour de |
normale.

- « T43 »[13] et« T43_Eq »12] qui sont des éléments
finis triangulaires a nceud central perturbé. lls se
caractérisent par la présence d’inconnues nodages d
rotation définies par dérivation des champs de
déplacements  (drilling rotation). Les fonctions
d’interpolation, sont celles utilisées par Sabi2][Dour
l'élément « T43 » et celles obtenues a partir des
conditions d'équilibre pour [I'élément «T43 Eq»
(polyndmes bi harmoniques choisis parmi les sahgtio
données par le développement de la fonction d'f€6)).

- « T42 » et « T42_EqQ »[12] qui ne possedent pas
d’inconnues nodales de rotation.

Le présent travail constitue un enchainement deenot
recherche, axé, cette fois-ci sur le développement
d'éléments finis triangulaires de plaque. L'élémtmit
flexionnel triangulaire doté d'un quatrieme nceutiffi
basé sur [l'approche en déformation constitue
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l'aboutissement de ce travail.
« HIMEUR »

Cet élément est formulé en utilisant I'approche en
déformation. Les fonctions d'interpolation des charde
déformation, par conséquent des déplacements et des
contraintes sont développées en utilisant le tiarde
Pascal. C'est un élément triangulaire auquel neossa
rajouté un quatrieme nceud fictif positionné atéerur
et loin du triangle. Cette position, a I'extérieest choisie
pour éviter l'assouplissement de la matrice dealitigiqui
entrainerait une surestimation des déplacementauxod
Les degrés de liberté correspondant a ce quatnmned
sont par la suite éliminés par condensation statigila
matrice de rigidité au niveau élémentaiionc l'intérét
majeur de ce nceud fictif réside en I'enrichissendag
champs de déplacements (raffinement p : élévation d
degré du polynbme d'interpolation), et vise, par
conséquent, une plus grande précision dans
'approximation de la solution. Le critére variatitel
correspondant est celui de I'énergie potentiell@ald¢o
L'intégration analytique pour I'évaluation de la tmee de
rigidité, est fortement intéressante pour évitepéate de
convergence; phénoméne observé chez les éléments
isoparamétriques (utilisant I'intégration numériywepi
sont trés sensibles (leur convergence est condémmpar
un maillage régulier - non distordu). Les hypotisede
cette formulation sont celles de la théorie degjysa
minces (théorie de Kirchhoff) en négligeant le
cisaillement transversal.

Pour valider le nouvel élément HIMEUR, nous I'avons
testé sur un ensemble de cas tests. Pour chaqtestds
résultat obtenu est comparé, d’'une part, a la isolude
référence correspondante, et d'autre part, a latieal
donnée par certains éléments de plaque mince weatrd
dans la littérature. Le comportement en flexiompe
(flexion dominante devant le cisaillement) estt&aa
travers I'exemple utilisé par J.L.Batoz et G.Diajt Ce
test est fort utile pour jauger les niveaux de evgence,
la robustesse et les performances de notre élérhent.
comportement de notre élément vis a vis du cisadlet
transversal est analysé en utilisant I'exempletétrpar
Guenfoud [10], Belarbi et Charif [3]. Enfin nousces
soumis notre élément aux tests proposés par Rabinso
[20] pour jauger son comportement pour les aspeets
torsion.

D'une maniére générale, la démarche adoptée dans
notre développement a permis d’aboutir a un élérfieint
de plague (HIMEUR) concurrentiel, robuste et
performant. Ceci apparait, d'une part, a travers so
excellent rythme de convergence vers la solution de
référence et d'autre part, a travers les perforegmde son
comportement face a d'autres éléments de plaque
triangulaires existants dans la littérature : DKIGT, [2],

C° [6], ANST3 et ANST6 [9], TRUMP (Argyris) et SRI
[24].

Nous l'avons baptisé

Elément fini flexionnel triangulaire doté d’'un quaieme noeud fictif basé sur I'approche en déformation

2. Equations de base de la théorie des plaques minces
(théorie de Kirchhoff)

2.1.Equations cinématiques

Figure 1
Déformation d’une plaque en flexion (Théorie deckhoff)

Deformed
misurface

Original

/ misurface
il ey

Section y=10

Dans la figure 1, les rotations autour des deus axet
y sont notées 6, et 6, et les pentes dans les deux
directions sont définies par les varialfeetp,, avec :
Bx=6, B, =-6, 2.1)
L'hypothése de la section droite implique une Vema
linéaire du déplacement sur I'épaisseur de la plaQe
qui se traduit par :

u(x y,2) =zB,(xy) =z6,(xy),

V(% Y,2) = 2B,(x Y) =-28,(xY) (2.2)

Les expressions (2.2) permettent de découpler les
champs de déplacement () de celui de la flechen qui
constitue, en référence aux hypothéses de Kirchhoff
l'unique champ permettant de définir le comportenaen
la plagque.

Ainsi, les déplacements sont donnés par:

wW(X, y,2) = w(X,Y)

u (X, Yy, z) = - a_W
ox
v(x,y.z)= -2 (2.3)
ay
Et les rotations sont données par :
ow - ow
-6. = =—— g = = (24)
X :b)y ay y 18)( aX
Le tenseur de déformation infinitésimal est alors :
_ou_ 0B, __ 0w
09X ox ox?
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= @ =z aﬁy = - aZW
Yooy o ay dy*
a 2
Vs :%+ﬂ: z(a'Bx + ﬂy):—ZZ 0°w (25)
Y9y ox ay  ox axoy

yxz:yyz:0

Les courbures liées aux moments sont données par :

_0B, __0°w _0B, __o’w
*ox ox? - Yooy ay>
K. = (a’[))’< + aﬂy = -2 o*w (26)
i dy  ox axdy

2.2. Conditions de compatibilité cinématique

Ces conditions ont été établies par Saint Vena&4)L
[8]. Leur satisfaction est obligatoire pour garatfitinicité
des déplacements. Les équations de compatibilité so
sous forme développée comme suit :

°K,  0°K, _0°K,,
X + -
ay?  ox*  oxdy

0%y 90V, O°Kyy _ 0K

27 %
oxoy  ox? ox oy

azyyz _azyxz +62KXY = %
2

2
oxdy oay ay X

2.7)

2.3. Loi de comportement

En état plan de contraintes et pour des matériaux
isotropes, hypothése généralement admise pourldalca
des structures minces (poutres, plaques et coquiesloi
de comportement s’écrit :

oy 1
g, = 1%
T 0

M M
< X

<
o ©

1-v? 1-v

2

O~ <
=
<

Xy
(2.8)

Ce qui se traduit en termes de relatidlofents-
Courbure$ par le systeme d'équation suivant :

_ow
M, ce |LV0 33(2
Mt=—" v 1 0o |{ -2¥
M 120-v7) 1-v oy
Xy 0 0 T _2 aZW

oxoy

(2.9)
Avec E le module d’Young, h I'épaisseur de la plaqu
etn le coefficient de poisson.

2.3.Equations d'équilibre

L'équilibre d'un élément de dimensiods x dy est
obtenu par le bilan des forces des actions intestes
externes.

0Q,
ox

qaxy+ (@, + 22)dy+ (@, +%)dx—qxdy—qydx= 0

(2.10)
Ou Q, et Q, sont respectivement les efforts tranchants
dans les sections perpendiculaires aux axesy et g la

force surfacique extérieure. L'expression (2.10f es
simplifiée pour donner :

+E+&:O
ox oy

q (2.11)

L'équilibre des moments autour des axe®t y
donne :
0 :aMXJraMXy _ Y+a|v|xy
<o ay . Yooy ox (2.12)
En remplagant les valeu€ etQ, des équations (2.11)
et (2.12) dans la relation (2.9), la condition diégre se
traduirait en fonction du déplacemenmt'"par I'expression
suivante :

d*w

4 4,
ow, , 0w ow_g_, (2.13)
ox* axloy* oy* D
Avec p = ER’
120-0%)

3. Formulation de I'élément "HIMEUR"

3.1.Fonction de forme

Pour les mouvements de corps rigide (MCR), les
courbures liées aux moments sont nulles :

K,=0; K,=0. K,=0 (3.1)
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En remplacant dans les équations (2.6) les cowsbure Wea-a.x—ay— x> _x* Xy Xy
par leurs valeurs données par les équations (8.4prés =T X"aY a“? '%E 3 a7T
intégration, nous obtenons les champs des déplateme 2 2 3

, o D Ca X XY Y Xy Xy
représentant les mouvements de corps rigide qui se 3 5 2 5 8o 6 a, 6 a, >
présentent comme suit : ) ) )
B, =a,+a x+a5X—+a6xy+a X'y+agi (3.5)

W =a -a,Xx -3y B.=a, ﬁy =a, (3.2) X - > X. T, 2

y3

Avec g et &, des paramétres représentant les rotations  + au—+alzl
0, etd, du corps rigide respectivement autour des axes 6 2

et "x" et a représentant la translation (fleche) du corps
rigide le long de la normale (a%&").

X2 3 y2
B, :a3+a6?+a7€+ag.y+ag.x.y+am?

2

e XY L X
Notre élément posséde quatre nceuds (les trois G 2 3122

sommets du triangle auquel nous avons ajouté un
quatrieme nceud fictif). Chacun de ses nceuds possede
trois degrés de liberté. Donc les champs de démlent

formulés par lutilisation du modeéle en déformation W(X, Y)

Sous forme matricielle le champ des déplacements
donné par les équations (3.5) s’écrit comme suit :

possedent 12 constantes indépendantes.(a,). Les _ (3.6)
trois premiéres (@a, a) sont utilisées dans les équations Aix.y) [f(x.y)]{a1.}
(3.2) pour représenter les mouvements de corpderigi B, (%.y)
Les neuf autres fa ... , a,) sont utilisés pour la
. . " . " . Avec,
représentation de I'état de flexion pure. lls seartis T
dans les fonctions d’interpolation des déformatiates {al =<a .2, a,.8,.8.8.8 2,8, 80.81,8, >
maniére a satisfaire les équations (1.7) de colmpti 1 0 0
cinématique pour I'élasticité plane. Ainsi, les cips de —x 1 0
déformation pour les modes supérieurs sont établis
. . o -y 0 1
partir du triangle de Pascal comme suit ; o2
-—— X 0
Ky=a,+ta,Xx+a5.y+a, xy 2
3 2
XX
Ky =8 +agX+a,.y+a,Xy 6 2 ,
Xy x°
2 Y
Ky =@y, +286.X+8,.X* + 285y + ;. (3.3) [ ]T Xy xy x®
fy)] =|~ Y
En remplacant dans les équations (2.6) les cousbure 62 2 6
par leurs valeurs données par les équations (8.&pres Y 0 y
intégration, nous obtenons les champs des déplateme 22 2
suivants : XYY Xy
2 2
x2 _x®2 _ Xy XXy Y x.y? y %
EE -3, - -a, -2 -a> - -2 o L
Uy BT Ry ThTy TR, AT, 6 2
3 3 2
o Y XY xy (3.4) Xy oy oxy
Qg T T, 6 6 2 (3.7
X’ Yy VY Xy oy X
B =axragragxy+a, ra tayttay 2 2 2]
X : y Xy X Connaissant les coordonnées nodales;,yXx
—a,—+a,—+a.ytaXxy+a,—+ +a,— b
Ay =2 g T8 TEYTEAXY TR T AT T T ey correspondant aux nceuds j (j=1,...,4) et en apptioade

la relation (3.7) le vecteur des déplacements nqdau
niveau élémentaire, est donné comme suit :

F(xl.yl)]]
| 1f(x2y,) (3.8)
iy

[f(x4-y.)]

Le champ final des déplacements est obtenu en
additionnant les relations (3.2) et (3.4) :
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Avec,
0 =<W.Bu. 8,0, B0, B, W Bs, By e B B, >
[EA)
[A] = [f(xz.yz)] est la matrice des coordonnées nodales.
[f(x5.y5)]

[fx s-y)]
Sa forme matricielle développée est donnée en aanex

De [l'équation (3.8), on en déduit la valeur des
parameétres &" qui sont données par le systeme
d’équations suivant:  {a}=[A] {q°} (3.9)

En remplacgant les valeurs des parametyedoanées
par la relation (3.9) dans le systeme d’équatiaB)(3n
obtient la relation :

W(X,y)
B.(xy) b =[fxy)}iAl Yo}
B,(x.y)

(3.10)

dans laquelle[N] =[ f(x.y)][A]* représente la matrice
des fonctions d’interpolation ;NEn remplacant dans les
équations (2.6), w(x,y) par ses valeurs de I'équi(B.6),
la relation déformation - déplacement prend la form
développée suivante :

K, 0001 x vy xy OO0 0 0O
K,f=[0 0000 0 0 1 x vy xy Olfa}
000O0O02x x> 02y 0 y* 1

(3.11)

Ainsi, la matrice de déformation est donnée comme
suit :

0001x vy xy 0O 0 0 0O
[Qxy]={[0 0000 0 0 1 x y xy O
000O00O02x x* 02y 0 y* 1

3.2. Matrice de rigidité élémentaire

Le travail virtuel intérieur, élémentaire discrétigst
donné par I'expression :

(o, ) = [5{8}T.[cs].dv

(3.13)

Sachant que {g} = [N'J,{qe} =[Qx.y)l[A] 'l{qe} (3.14)
Etaue:  {o}=[olfd 519

Et en remplacant dans I'expression (3.1&) et

0} par leurs valeurs données, respectivement dans les

équations (3.14) et (3.15), on obtient :

(aw,, ) = ola°} [lQueyl" (a1 DrQuyHAl Harfav

(3.16)

Ainsi, la matrice de rigidité élémentaire tirée de
I'expression (3.16) est la suivante :

(K1 = [[Quy)] 1A 1" [D1[Qexy A dv 3.17)

L'expression (3.17) peut, s’écrire :
(K1 =[A™ [[Qucy)] [DLQEcy)ldV.[A™ =[A™][K ][]
(3.18)

L’évaluation de I'expression
[k,]= I[Q(x.y)]T[D].[Q(x.y)].dV est établie par intégration
\2

analytique des différents composants résultantrdduit
matriciel [Q(x.y)|"[D]1[Q(x.y)] dont les expressions

prennent la forme szc,xa,yﬂ". La matrice [ko]

relative a l'élémentHIMEUR" est donnée en annexe.
Donc la matrice [Ko] est évaluée par intégration

analytique des valeuﬁ‘ Haxﬂ :‘H C.x".yﬁ- Enfin
Xy Xy

la matrice de rigidité élémentaire a prendre en
considération au niveau de l'assemblage et de la
construction de la matrice de rigidité globale de |
structure, est celle obtenue aprés condensatiodade
matrice [K’]. Cette condensation statiqgue concerne les
degrés de liberté relatifs au quatrieme nceud fictif

4. Validation de I'élément "HIMEUR"

4.1.Poutre-Console soumise a une charge ponctuelle a
son extrémité libre

Ce test permet de vérifier le comportement de notre
élément en flexion simple en fonction de I'élanceime
(rapport L/h). En effet dans ce cas test la flexast
dominante devant le cisaillement pour des rappbftis
élevés. A l'extrémité libre, la poutre est sounsston la
direction"Oz", a une charge ponctuelle d'intensité P=0.1.
On simule un encastrement parfait a l'autre exté (rbir
Figure?2).

Les données géométriques, mécaniques et de
chargement sont fournies dans le tableau 1.
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Figure 2
Poutre —Console soumise a une charge ponctuelle

v

X

Tableau 1

Données géométriques, mécaniques et de chargemaniagpoutre
console en flexion simple

Longueur L=10 m

Largeur b=1m

Epaisseur h=varie de 0,1 a 10m
Module d'Young E=1,2x10I/m?
Coefficient de Poisson v =0

Chargement P=0,1 N

Pour voir l'influence du cisaillement transversat &
comportement de notre élément, nous simulons, dans
cas test, le déplacemefiv" du point "A" selon la
direction "Oz" pour plusieurs valeurs du rapport "L/h".
Nos comparons ensuite les résultats, d'une para a |
solution théoriqgue donnée par la formule (4.1) de |
théorie des poutres et d'autre part, au comporteme
d'autres éléments triangulaires traités par Guehiad]
(DSTM, ANST6, DKTM). La solution théorique du
déplacementw" du point"A" selon la directioiOz" est
donnée comme suit :

S Eﬂ
Zk Al
Les résultats de simulation du poitA" suivant la

direction"Oz" sont donnés dans le graphe 1 et le tableau
2.

2pL®
W, = =
EbRE

(4.1)

Le graphe 1 représente, sous forme graphique, le
déplacement normalisé du point "A" en flexion sienph
fonction du rapport "L/h" et la comparaison du
comportement de I'élément HIMEUR par rapport a la
solution théorique de référence. Nous remarquors qu
notre élément est trés performant pour des élanusme
importants (rapport L/h >10). Il est a noter que sa
convergence vers la solution est obtenue avec lllage

composé de dix (10) éléments.

Graphe 1
Déplacement normalisé du point A en flexion simple

1,00

075 H——+—————— [ i el Lt Bl -
I
I
I
0,50 |
I
I
|

0254 ——7—————— PR S +{ —*HIMEUR -
| | | | —— solution théorique

déplacement normalisé ( Wc/Wt ) du point /

0,00 T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
rapport L/H

Tableau 2

Déplacement du point A suivant I'axe "Oz" de latp@aonsole en
flexion simple

L/h DSTM ANST6  DKTM HIMEUR  Solution
théorique
1 51x10°  5,3x10° 3,1x10°  3,3x10’ 5,3x10"
2 2,9x10°  3,0x10°  2,5x10°  2,7x10° 3,1x10°
3 9,0x10°  9,6x10°  8,4x10°  9,0x10° 9,6x10°
4 2,0x10°  2,2x10°  2,0x10°  2,1x10° 2,2x10°
5 4,0x10°  4,2x10°  3,9x10°  4,1x10° 4,3x10°
10 - - - 3,3x1¢ 3,3x10*
100 0,31329 - 0,31327  0,33303 0,3333

Le tableau 2 récapitule aussi les résultats dopaés
d'autres éléments triangulaires  existants. Nous
remarquons la également que notre élément est teobus
devant les éléments DSTM, DKTM, [10] surtout poesd
rapports L/h > 3, puisque son comportement est plus
proche de la solution théorique de référence. Coihast
trés concurrentiel face a I'élément ANST6 [10]fdut
noter que I'élément HIMEUR donne de moins bonnes
performances que les autres éléments lorsque f@rap
L/h est inférieur a 10. Ceci s'explique par le faie notre
élément néglige l'influence du cisaillement tramsed
(Hypothéses de Kirchhof).

4.2.Plaque carrée isotrope

Cet exemple a été repris par de nombreux autems da
la littérature notammerig]. Il s'agit d'une plaque carrée
isotrope de coté et d'épaisseur. Nous simulons dans ce
travail plusieurs cas de figure en fonction desd@oms
aux limites de la plague et du type de chargentesiagit
dans ce cas test d'étudier le comportement demkgie
HIMEUR en considérant différents maillages et muss
rapports"a/h”. Les résultats concernent le déplacement
"w" du point central (C) de la plaque, qui est compané
solutions analytiques données pour les plaques asinc
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relatives a chaque cas de figure. Comme on proaéaler
des comparaisons avec des éléments triangulaires
existants dans la littérature, notamment les élén8RI

[24], C°[6], TRUMP (Argyris), DKT [2].

4.2.1.Plaque carrée isotrope sollicitée par une charge
ponctuelle appliquée en son centre

4.2.1.1. Plaque carrée isotrope simplement appuyée sur
ses quatre cotés

Figure 3

Plague carrée isotrope soumise a une charge ptiacippliquée en son
centre Z

Ty

Les données géométriques et mécaniques sont données
dans le tableau 3.

Tableau 3

Données géométriques, mécaniques et de chargemaniplaque
carrée isotrope

Longueur du cété a=2,0m
Epaisseur h=0,03m
Module d'Young E=210xF0l/m?
Coefficient de Poisson v =03
Chargement P=800 N

La solution théorique du déplaceméwnt' du point"C"
le long de la directiofiOz" est donnée par [2] comme suit

Tableau 4
Déplacement normalisé "

49

Eh?

D=12 1-L'2)|

Les résultats du déplacement du pdigt suivant la
direction "Oz" selon différents maillages sont donnés
dans le graphe 2 et le tableau 4.

Le graphe 2 représente, sous forme graphique, le
déplacement du point "C" selon différents maillages
Nous remarquons la bonne performance de notre atéme
puisque il converge rapidement vers la solutioryaicae
de référence. Le tableau 4 regroupe aussi les ngathu
déplacement normalis8V/W" du point C de quelques
éléments triangulaires de plaque mince, pour diffés
maillages et plusieurs rappot&/h" et met en exergue la
qualité des résultats obtenus par I'élément HIMEUR
devant ces éléments.

La aussi notre élément est le plus robuste dewnt |
éléments SRI [24], €[6], TRUMP (Argyris), quelque
soit le maillage ou le rappota/h" et trés concurrentiel
face a I'élément DKT [2].

Graphe 2

Déplacement "W" du point C - plaque carrée isotrepaplement
appuyée sur ses quatre cdtés, avec charge coreantpbint C.

= ,0115"’?": avec (4.2)
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—— solution théoriqu:

Déplacement "W" (107-5) du point C

o o ¢ £
©
[= ]

o
o
a

200 300

Maillage (Nombre)

400 500 600

" du point C - plaque carrée isotrope, simplem@pugée sur ses quatre cotés, avec charge concentpnt C —

Maillage 4x4 6Xx6 8x8

a/h 100 1000 10000 100 1000 10000 100 1000 10000
SRI 0,070 0,9E-3 0,9E-5 0,134 0,0018 1,9E-5 0,207 ,0031 3,1E-5

c° 0,898 0,382 0,008 0,960 0,781 0,083 0,978 0,916 3090,
TRUMP 1,017 1,016 1,016 1,009 1,007 1,007 1,006 04,0 1,004
DKT 1,003 1,003 1,003 1,002 1,002 1,002 1,001 1,001 1,001
HIMEUR 0,984 0,984 0,984 0,997 0,997 0,997 1,000 ooa, 1,000

4.2.1.2 Plaque carrée isotrope encastrée sur ses quatre
cOtés

Nous reprenons pour ce cas test I'exemple de daefig
3 avec les mémes données géométriques et mécadigues
matériau, mais en simulant un encastrement patéia

plaque sur ses quatre cotés. La solution théordwe
déplacementw" du point"C" le long de la directiohOz"
est donnée par [2] comme suit :

wtz{],{J{JSE,% avec p__ EF (4.3)

12 1-1)2:]
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Les résultats du déplacement du pdiGt suivant la
direction"Oz" selon différents maillages sont donnés dans
le graphe 3. Celui-ci représente, sous forme gopehile
déplacement du point "C" selon différents maillagks
méme titre que les cas tests précédents, notreegtém
présente, la également de bonnes performancesyuguils
converge rapidement vers la solution analytique de
référence.

Graphe 3

Déplacement "W" du point C - plaque carrée isotrepeastrée sur ses
quatre cotés, avec charge concentrée au point C

4,0 T

w
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-+~ HIMEUR
—+—solution théorique
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Déplacement "W" - (10"-5)
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o
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Le graphe 3 représente, sous forme graphique, le
déplacement du point "C" selon différents maillagks
méme titre que les cas tests précédents, notreegtém
présente, la également de bonnes performancesyuguils
converge rapidement vers la solution analytique de
référence.

4.2.2.Plaque carrée isotrope sollicitée par une charge
uniformément répartie

Nous reprenons pour ce cas test I'exemple de pldgue
la figure 3 que nous sollicitons d'une charge
uniformément répartie d'intensité q = 60 T/m?

Figure 4

Plague carrée isotrope soumise a une charge urifoemt répartie
Z

I
v

y
a

<Y

<~

La solution théorique du déplacemént’ du point"C"
le long de la directioOz" est donnée pour le cas d'une
plague simplement appuyée par la formule (4.4pet e
cas de la plaque encastrée par la formule (4.5) :

&
wt={].004062% avec __ EW \ (4.4)
12 1-1/2J
= aa' ER?
w, = 0.00126 %3 avec p_ : (4.5)

12 1.v2J

Les résultats de simulation du déplacement du point
"C" suivant la directio'Oz" selon différents maillages
sont donnés dans les graphes 4 et 5

Graphe 4

Déplacement "W" du point C - plaque carrée isotrsipglement
appuyée sur ses quatre cotés avec une chargeméif@nt répartie.
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-+ HIMEUR
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Déplacement "W" (107-5) du point "C"
o P
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0,0

140
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Graphe 5

Déplacement "W" du point C - plaque carrée isotrepeastrée sur ses
quatre cotés, avec une charge uniformément répartie
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Déplacement "W" (107-6) du point "C"
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. Le graphe 4 regroupe les résultats pour le aazed'
plaque simplement appuyée et le graphe 5 cewifsetat
la plaque encastrée sur ses quatre cétés. Nousqeons
que pour les deux cas tests, notre élément se ctempo
bien, puisque il se caractérise par la rapidité de
convergence vers la solution analytique.

4.3.Plaque biaise isotrope
Il s'agit, pour ce test, d'une plaque isotrope skiai

(angle 60°) (figure 5) soumise a une charge unipn
ayant deux appuis simples (W=0) et deux bords dibre
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Les données géométriques et mécaniques sont données

dans le tableau 5Ce probléme, traité par [2] pour Graphe 6

|'a_n.a|,y5e de,s éléments quadrilatéraux DSQ ey st Déplacement normalisé "YW, du point central - plaque biaise
utilisé pour évaluer la convergence de notre élénrour isotrope avec bords libres.

ce faire nous avons considéré des maillages de4X2,

8x2, 16x2 éléments par cOté. La solution de référen 280 — A

260+- -+ - - d—- -l L -4 d == -
|

obtenue par un schéma de différences finies [184, e a0l - !
donnée par la formule 4.6.

2,20
2,00
1,80
1,60
1,40
1,20
1,00
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00

| ! | |- Réference!
—+-HIMEUR

2 3
w,, =0079450L ~avec _ Eh (4.6)
D 120-v?)

Figure 5

Déplacement normalisé Wc/Wréf

Plaque isotrope biaise (60°) avec bords libres

|
T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

A y Nombre d'élements par coté
Appui
4.4, Tests de ROBINSON
c
. * Il s'agit de deux tests proposés par ROBINSON [20]
Appui pour étudier le comportement d'un élément triarigala
L sollicité en flexion et en torsion génées.
Figure 6
Tableau 5

. P S . . Poutre —Console soumise aux testRMBINSON
Données géométriques, mécaniques pour la plagise [§&0°) isotrope

A —6.1. flexion génée

Longueur du cbté L=100m
Epaisseur h=0,1m
Module d'Young E=1000 N/m2
Coefficient de Poisson v =0,31
T w
Les résultats des déplacements obtenus par ['étémen g~ 1.C
HIMEUR sont illustrés par le graphe 6. Nous y avons >
également, porté pour des fins de comparaison, les ™
résultats donnés par les éléments quadrilatérau@ BiS
Q4y [2]. Nous remarquons une convergence monotone
pour les trois éléments avec une convergence paade
de I'élément "HIMEUR".
B - 6.2. Torsion génée 1c
4
w
Ty
>

| ‘A
= |
1.

Les caractéristiques géométriques et mécaniques du
matériau sont données dans le tableau 6. Nousoétudi
l'influence du rapportL/h" (la longueur varie dé& x h a
10000 x h) sur le déplacemertW" du point"A" pour
deux types de sollicitations.
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Tableau 6

Elément fini flexionnel triangulaire doté d’'un quaieme noeud fictif basé sur I'approche en déformation

Test "B" - Torsion Génée — déplacement "W" du ptérit

Données géométriques, mécaniques du matériau p@outre-console

soumise au test d@OBINSON 0,035 T T T T 1 T T T T |
S
Longueur du cbté L = Variable 00301~ — 7 :gim e Tt i Bt milie B B
=z | | [ | |
Largeur B=1m < o025 — - | DKT = (N
. ‘g ——HIMEUR | |
Epaisseur h=0,05m 2 0020 ~+~BENCHMARK sl
Module d'Young E=1,0xT0N/m? Z LT
£ 0,015
Coefficient de Poisson v =0,25 £ [
éo,o]_o-ffff\f —~ [ - — a4 - — = -
8 A T TR
Graphe 7 i B gnama S
[ e A | | [ | | | |
Test "A" - Flexion Génée — déplacement "W" du ptiit 0.000 L L S
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Elancement L/H (h=0.05)
0,070 I S o s
I | | ANST3
0,0604- — - —'-{ * ANST6
: : HCT
. 00501 — ~ 147 DKT
< | I |~HIMEUR
fg 0,040- I _I |~ BENCHMARK
i 0,030+
£
§ 0,020
8 0,0104
0,000 f——+—F+—F—F+——F+—+—T—"+—T+ Tt
20! 40! 60! Bo! 400 120 '140 160 180 * 200! 2b0. 240
10,010 | A A A | | | | | [
rapport L/H (h=0.05)
Graphe 8
Tableau 7
Test "A" - Flexion Génée — déplacement "W" du pthit
L ANST3 ANST6 HCT DKT HIMEUR BENCHMARK
0,05 0,00000174 0,0000064 - - 0,000008022 -
0,5 0,00087300 0,0011800 - - 0,00092053 -
1 0,00356000 0,0038100 0,0010520 0,002105 0,00Z8524 0,0028
2 0,00935000 0,0100000 0,0015790 0,006580 0,00@1423 0,0056
3 0,01480000 0,0162000 0,0010520 0,009870 0,0098896 0,0084
4 0,02020000 0,0222000 0 0,013160 0,01215900 0,0112
5 0,02550000 0,0280000 -0,0052600 0,016450 0,0D0772 0,0140
6 0,03070000 0,0339000 -0,0018420 0,019740 0,0108857 0,0168
7 0,03600000 0,0397000 - 0,023030 0,01995100 0,0196
8 0,04120000 0,0455000 -0,0028940 0,026320 0,0Z8562 0,0224
9 0,04600000 0,0513000 - 0,029620 0,02518800 0,0252
10 0,05170000 0,0571000 -0,0044730 0,032900 0,@B2 0,0280
11 - - - 0,036190 0,03047800 0,0308
12 - - -0,0057890 0,039480 0,03313700 0,0336
25 0,12970000 0,1433000 - - 0,06805900 -
50 0,25970000 0,2869000 - - 0,13567000 -
500 2,59850000 2,6540000 - - 1,35530000 -
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Tableau 8
Test "B" - Torsion Génée — déplacement "W" du ptérit

L ANST3 ANST6 HCT DKT HIMEUR BENCHMARK

0,05 0,00000116 0,00000383 - - 0,00000100 -
0,5 0,00043800 0,00088300 - - 0,00045531 -
1 0,00178000 0,00252000 0,0010660 0,001866 0,001867 0,002666

2 0,00467000 0,00555000 0,0024000 0,004400 0,0@602 0,005333

3 0,00743000 0,00847000 0,0030660 0,006800 0,0@8106 0,007999

4 0,01010000 0,01130000 0,0034660 0,009200 0,0D0058 0,010666

5 0,01270000 0,01420000 0,0037330 0,011733 0,0D8445 0,013333

6 0,01540000 0,01710000 0,0042666 0,014000 0,018032 0,015999

7 0,01800000 0,02000000 - 0,016400 0,01842900 6@HL8

8 0,02060000 0,02290000 0,0050660 0,018933 0,0%m37 0,021333

9 0,02320000 0,02570000 - 0,021333 0,02345500 og®3
10 0,02580000 0,02860000 0,0061330 0,023600 0,02%p8 0,026666
11 - - - 0,025866 0,02851200 0,029333
12 - - 0,0070660 0,028266 0,03104700 0,031999
25 0,06489000 0,07170000 - - 0,06419500 -
50 0,12986000 0,14350000 - - 0,12817000 -
500 1,29930000 1,43270000 - - 1,28090000 -

Le test "A" concerne le comportement de la poutre-
console sous l'action de deux coupleg=MO appliquées 5. Conclusion
aux nceuds de son extrémité libre. C'est la flegidmée. Le
test "B" concerne l'action de deux charges conéeatr Nous avons présenté dans ce travail un élément fini
Pz=1.0 et Pz=-1.0 appliquées respectivement auxesém flexionnel triangulaire en perspective de l'analliséaire
nceuds. C'est la torsion génée. La solution de edfér  statique et dynamique et pour l'analyse non lieéair
(BENCHMARK) relative aux éléments triangulaires est géométrique de structures courbes (arcs et coques).
extraite de[9]. Les graphes 7 et 8 et les tableaux 7 et 8 L'approche adoptée, les concepts et les techniglees
représentent le déplacemeémy" du point "A" en fonction développement utilisés ont permis d’aboutir a umént
du rapport"L/h" et la comparaison du comportement de fini concurrentiel, robuste et performant pourrgtement
I'élément HIMEUR par rapport a la solution de réfée des plaques minces. Il reste a poursuivre sa nigtmnaour
(BENCHMARK) et aux résultats donnés par d'autres en faire un outil fiable et efficace pour abordeicalcul de
éléments triangulaires existants ANST3 [9], ANS3, [ toutes les situations de coques, des plus mincesplas
HCT, DKT [2]. L'étude détaillée des résultats oliemet épaisses, profondes ou surbaissées. C'est un élémuien
en exergue la bonne performance de I'élément HIMEUR présente des avantages certains qui plaident ponr s
En effet les résultats enregistrés sont trés podte la utilisation. La présence du nceud fictif et I'adoptide
solution de référence tant pour la flexion génée pour la I'approche « en déformation »ont donné la possibilité
torsion génée et ceci quelque soit la longuétic Il est a d’enrichissement des champs de déplacements, par
noter, que ce résultat n'est obtenu qu'avec unlagail conséquent une plus grande précision dans I'appition
modéré, composé seulement de quatre élémentde la solution, en évitant la complexité des thesori
triangulaires. Par ailleurs, I'élément HIMEUR a@daplus classiques. La réduction des matrices de rigidité
robuste que tous les éléments pris comme base de&lémentaires par la technique «leondensation statique »
comparaison, bien que I'élément DKT pour la siaratie action concernant les degrés de liberté relatifsneaud
flexion génée et a un degré moindre I'élément ANBI® fictif, permet d'éviter des systeémes d'équationgsiudre,
la situation de la torsion génée, lui sont conauiets. Les énormes, donc des économies de temps machine non
graphes 7 et 8 illustrent, sous forme graphiquecoastats. négligeables. L'utilisation de l'intégration anatyie dans
I'évaluation de la matrice de rigidité, a donné atre
élément des comportements performants. Ce résuléaé¢
remarquable dans les tests de convergence effectués
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nous observons une tendance rapide vers la solutioril2] Himeur M., Développement d'éléments membragsanouveaux

contrairement aux éléments isoparamétriques datiti
l'intégration numérique).
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00O0O0TDO 0 0 0 0 0 0 0
000 O 0 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0 0 0
1 x y Xy v V.X vy VXY 0
x? X.y X2y V.X VX VXY vX2y 0
_ ER 4x°d+y* 2x3d+xy> vy xy@+4d) vy* xy.(v+2d) 2xd
(ko] = 12.(1-v?) x*d+x2y* vxy XCy(v+2d) vxy® xyiv+d) x°d
1 X y Xy 0
Sym x*+4.y°d xy xty+2y’d 2yd
y? X.y? 0
xy2+y'd  yid
L d _
)
Avec: 2
- Forme développée aprés intégration analytique
(000 O 0 0 0 0 0 0 0 0
00 O 0 0 0 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0
Hopo Hio Ho, Hy V.Hg, V.Hy, V.Hy, V.H, 0
H20 Hll H21 I/'HlO V'HZO I/'Hll V'HZl O
_ER 4H,d+Hy, 2H,d+H, vHy, H,.@+4d) vH, H,@V+2d) 2H,d
[k]= 12(1-v?) Heod+H, VH, H,.(v+2d) vH, Hy,p+d) H,d
Hoo Hio Ho, Hy, 0
Sym Hy+4H,d H, H, +2Hy,d 2H,d
H02 HlZ O
H,, +H,d H,,.d
L HOOd

Avec: Hyp = [[ X ¥Rdx.dy




