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REPRESENTATIONS DE L'ALGEBRE DE WEYL-HEISENBERG Q-DEFORMEE

ET ETATS COHERENTS Q-DEFORMES
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Résumé

Les états cohérents qui sont des superpositions lin¢aires de tous les états stationnaires,
jouent un grand role dans la mécanique quantique, et peuvent étre considérés comme liens
avec la mécanique classique. Nous avons étudié les états cohérents dans un cadre plus
général de la quantification qui est la théorie de déformation.

Nous avons étudi¢ aussi les états cohérents du groupe de Weyl-Heisenberg g-déformé en
généralisant la représentation de Macfarlane pour les opérateurs de création et
d'annihilation g-déformés.

Finalement, nous avons étudié les états cohérents de 1’algebre de W. H. g-déformée dans la
représentation de configuration.

Mots clés: Algebre de Weyl-Heisenberg q-déformée, états cohérents g-déformés, représentations des
opérateurs de création et d'annihilation q-déformés de l'oscillateur harmonique.

Abstract

Coherent states wich are the linear superposition of the stationary states, plays an important
role in quantum mechanics, it may be considered a bonds with the classical mechanics. We
have studied the coherent states in general case of the deformation theory. We have also
studied the coherent states of the q-deformed

Weyl-Heisenberg algebra in the generalized Macfarlane representation.

Finally, we have studied the coherent states in this representation of the q-deformed Weyl-
Heisenberg algebra in the configuration space.

Keyword S: g-deformed Weyl-Heisenberg algebra, q-deformed coherent states, representations of the g-
deformed creation and annihilation operators of the harmonic oscillator.
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trouvé beaucoup de succés et a attiré une intention

considérable des chercheurs physiciens et
mathématiciens. L'application physique intéressante est
déclanchée par l'introduction de 1'oscillateur harmonique
g-déformé par Biedenharn et Macfarlane en 1989, bien
que des oscillateurs similaires avaient en existence [1].
La mécanique quantique peut étre considérée comme une
déformation (le paramétre de déformation est h) de la
mécanique classique et la mécanique relativiste est une
autre déformation (avec (l/c) comme parametre de
déformation) de la mécanique classique.
Les algébres quantiques ont aussi plusieurs applications
dans: la théories des champs; les systémes dynamiques
quantiques; l'optique quantique; la  spectroscopie
moléculaire, atomique et nucléaire et la physique de la
matiére condensée. Cependant, les groupes ou algebres
quantiques n'ont pas seulement une grande importance en
physique et en chimie quantique mais aussi en pure
mathématique [2,3,4].
Dans plusieurs articles, Macfarlane a introduit une
représentation des opérateurs de création et d'annihilation
de [l'oscillateur harmonique q-déformé [5]; ensuite
plusieurs chercheurs ont utilisé cette représentation,
Chaichian a utilisé cette représentation pour étudier les
intégrales de chemin de l'oscillateur harmonique q-
déformé [6]. Shabanov a aussi utilisé cette représentation
pour construire la formulation intégrale de chemin de
l'oscillateur harmonique[7], etc....
Le but de cet article est de montrer que la représentation
de Macfarlane n'est pas unique, et que les états cohérents
g-déformés de l'algébre de Weyl-Heisenberg changent en
généralisant la représentation de Macfarlane ou en
changeant de représentation.

I a théorie de déformation élaborée récemment a

Représentation de Macfarlane généralisée

Dans la représentation de Macfarlane les opérateurs de
création et d'annihilation sont donnés par:

b —a e—zisx _ —|sx isd
e o ! (M)
+ — a(eZISX IS ISX)
Dans ce cas:
a=g=—L1 -1
== - = ,
gy ¥

Ces deux opérateurs vérifient une algeébre g-déformée
appelée algebre de Weyl-Heisenberg donnée par:

+

.o}, =
bal= 1]
S est un parametre réel relié a q par l'expression:

2
q=e"
On va démontrer dans ce qui suit que la représentation de
Macfarlane pour les opérateurs de création et

d'annihilation de [l'oscillateur harmonique n'est pas
unique.

)

En remplagant dans la représentation de
Macfarlane (expression (1)) x par x+g(0) ou par x+isg(0)
ainsi que 0 par 0+f(x) ou par o+isf(x) avec f(x)=f* (x), on
trouve toujours que les opérateurs de création et
d'annihilation vérifient la loi de g-commutation (2).

En utilisant la formule de Hausdorf-Campbell-Beaker
(H.C.B.) [8]:

e’ =ex{A+B§[AH%[A[Ad]%JA[A[AEﬂ]H}

On trouve de la représentation de Macfarlane généralisée
(en remplacant 0 par O+isf(x) avec f(x)=f* (x)) que les

opérateurs de création et d'annihilation prennent les
expressions suivantes:

b+=}2{( -3)+ {I+Xé’+f(x)4»; e ﬂm(sz),

b=}2{—i(x+ax)+{—>@; +f(x)% -2%}}

Un simple calcul nous permet de trouver les expressions
des opérateurs de posmon et d'impulsion g-déformés:

p= \}2(b b= —x+—s(1+2>@ )10, .,

1 PO P :
X, -5 (0" +b)=-i0, + (3% +2f(X)+1+3,)+0(5%)
On voit que les opérateurs de création et d'annihilation
dépendent fortement de la fonction f(x).

3)

(O8]

Etats q-déformés | /1> de

dans la

cohérents
” b"

I'opérateur

d'annihilation
configuration:
Cherchons les états propres de I’opérateur ‘b’ donnés par:

b|2) = 2| 4) )

représentation de

Dans l'approximation de faible déformation , et en
utilisant l'expression (3) de l'opérateur d'annihilation 'b',
on peut écrire:

ﬂ_.xm {xa+f(x)+ __x]]> A3,

Dans la représentation de configuration, on peut écrire
aussi:

ﬂx{ i(x+3)+ {xﬁ+f(x)+ —xﬂ) AX A,

En utilisant les relations de fermeture,



REPRESENTATIONS DE L'ALGEBRE DE WEYL-HEISENBERG Q-DEFORMEE ET ETATS COHERENTS Q-DEFORMES

jdx'| XMx|=1,

Japlp)(p|=1
Et la formule d’inversion de la transformation de Fourier

[8]:

[y (2p(x- )= ()

—o0
On trouve D’expression suivante des états propres de
'opérateur d'annihilation "b":

{i (i x% X —sf(X)+/2 Mj}vlﬂ(x) ‘i (i+54y()+y4(¥ =0

Elle est de la forme:

(6)

v (%) + B (x) + )y, (9) =0 ™
C’est une équation de type hypergéométrique avec:

b(X) =— (2 / S) (1'+ SX),

c(x)=—(2/ s{+ix+§sx2— sf (x) +4/2 /1]. ®)
Pour résoudre cette équation, posant:

v, (X)Z]J(X) V(X); la fonction h(x) est choisie de
sorte que [9,10]:

2]1’(X)+ b(X)b(X):O. 9)
Calculant la premicre et la seconde dérivée de ¥/ (X) ,

ensuite remplagant les dans (7), on trouve:

ACRCEIACRECIACE

K vt (+ K] 9=0
Si on pose:
b(X)zexp[—% A(X)}, an

b(X)= dA(X)/ dx.

Donc:

A(x)=(-2/ s)(1’x+% sz),

ce qui implique que :

h(X):eXp{(I/S)X+ }

En calculant les dérivées A’ (X) et A" (X) ainsi que les
produits b( ) (X) et C(X)h(X), en les remplagant
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dans (10), on trouve que la fonction V(X) doit satisfaire

la condition:

vn(xy{{zmlsjza(l—(z\/ii/s)ﬂf (x))};(x):o (12)

Maintenant, on va discuter les solutions de cette équation
selon le choix de la fonction f(x):

1- Si f(x)=0:

Faisant la transformation £—>2 x+ (1'/ S) ce qui donne:
X= %[f - (1'/ S)] Remplagant dans (12), on trouve:
vi(0)+] 7 2 +(1—(2ﬁ/1 / s))] W1)=0,

elle est de la forme

V(4]

(13a)

a’l=F=7
{ﬂi’l—(Zﬁl/s)}

Cette équation hypergéométrique de type de Whittaker
], admet une solution de type:
V(f)

- 1+1,1')/21[i\/7 1+1 t] (14)
D

5 (Z) est une fonction cylindrique parabolique

(13b)

ou

donnée par:

-1
z2 W

—+v/2,—
4

D, (2)22%“//2 L (z2 /2),

w

7+v/2—
4

(22 / 2) fonction de Whittaker.

Donc:

n4=2" 6”‘{(@@(1—&/4) lﬁ(—v/z;—;;é/z)+
% (GO

F,(X,Y,Z) estune fonction hypergéométrique.

ou:

donc les états cohérents sont alors donnés par:

V/A(‘Qzlp‘) v(x)
~Aorl 0 4+3]| 0, lelis i1

(15)
2- Si f(x)=4x>-1:
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En remplagant dans 1'équation (12), et apres tout calcul
fait, on trouve l'expression suivante:

v (x)+[—% —i/ui]v(x) 0 (16a)
Elle est de la forme:
V' (X)+(@ax+bv(x)=0 (16b)

Posant ax+b=A’z, d'otl on obtient l'équation différentielle
suivante:

6
Vi(X)+ (% Z)V(X)=0 (17)
qui admet une solution de type:
3
v(2) = z2§ Py (172)
3a
Ou - (X) dénote les fonctions
J,.Y,,HP ouH® ouleurs combinaisons.
J,. Y, sont les fonctions de Bessel de premiére et de

deuxiéme espéce.

Y, =—[J,(&)cos(vr) ~J_,(2)],
Smvrmr

et

HO =3, +iv,,

H® =3, -iv,

Avec H et H sont les fonctions de Hankel de

premicre et de seconde espece respectivement [11].
D'ou 1'état cohérent est donné par:

a

w, (%) =h(XV(x) = Aes e ( X + 2 a

41[23—a ?

B 5]
/12

A est une constante d'intégration.

On voit que les états cohérents ¥/, (X) dans les deux cas

sont différents; et sont aussi trés difficile a interpréter.
Pour cela; on va utiliser une solution perturbative donnée
par:

W, (X) =y, (X)+sy,,(X)

Remplacant dans ['équation des ¢tats propres de
l'opérateur d'annihilation "b" et identifiant les termes de
méme ordre en s, on trouve:

Vo, (X) = (=X +iAN2)p,,

2im<x>+zax+zf2>%(x):%i(x)—zx%;b(x)—z(;xz—f(x)%(x)
(18b)

(18a)

De (18a) on trouve:

(—7x 21iav2x)
Vo, (X) = Ae
A est une constante d'intégration.
Notant que la solution de (18b) dépende fortement de la
fonction f(x). Discutant maintenant les solutions selon le
choix de la fonction f(x).
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1) Si f(x)=0, la solution est égale a:
(- 7x 24i2/2%)
W, (X) = {—lA[(z/lz )X+ 202425 +C]}

A et C constantes d'intégration.
Donc I'état cohérent a l'ordre s est donné par:

e { +3Bi(2/12+l)x—/1f2x2+K}}+o(s2)

K: constante d'intégration.
2) Si f(x)=(3/2)x> aprés tout calcul fait, on trouve
l'expression suivante:

s J2x
¥, (%) ={% iA{— X+ 2025 + (22 +1)X+C]}e( 2

nan

s" s'écrit comme:
%(><)=Aézmm{1+{—; iX—A2¢ + Lo +DX+K}+((SZ) 20)

K: constante d'intégration.

On voit dans tous les cas,
différents.

Les constantes d'intégrations A et K peuvent é&tre
déterminées a partir de la condition de normalisation
donnée par:

Et 1'état cohérent a 1'ordre

les états cohérents sont

= [ D, (@y; 0y, (0 =1

s

<'//,1 (X)|‘//,1 (X)>

Q

- domaine d'intégration donné par:

/A
Q, =|——,— |;et D, (q) est la mesure.
S S
On a aussi utilisé d'autres représentations et on a toujours

trouvé que les états cohérents g-déformés changent en
changeant de représentation.
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CONCLUSION

La représentation de Macfarlane des opérateurs de
création et d'annihilation de 1'oscillateur harmonique n'est
pas unique. Les états cohérents g-déformés de 1'algébre de
Weyl-Heisenberg g-déformée changent en généralisant la
représentation de Macfarlane ou en changeant de
représentation de 1'algébre g-déformée.

Enfin, les représentations des algébres g-déformées dans
la théorie de déformation ne sont pas équivalentes, et la
physique différe d'une représentation a l'autre.
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