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SENTINELLES FAIBLES
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Résumé

La notion des sentinelles a été introduite dans 1'étude des problémes a données incomplétes
par J.L. Lions(3).Ces sentinelles sont construites a partir de ’existence de la contrdlabilité
exacte du systéme adjoint. Dans ce travail, on se propose de définir la notion ‘des sentinelles
faibles' afin d'étendre I'étude a des systémes distribués a données incomplétes et faiblement
contrdlables. Plus précisément nous avons introduit une nouvelle notion appelée 'sentinelles
faibles' pour étudier l'estimation de la source (terme de pollution) du systéme parabolique
faiblement contrdlable, indépendamment de la donnée initiale (terme manquant). Dans cette
¢tude on se place dans un cadre fonctionnel assurant l'existence et 1'unicité de I'état du systéme.

Mots clés: Sentinelles, contrélabilité faible, systémes stribués.

Abstract

The notion of sentinel is introduced in the study of the problems with incomplete data by J.
L Lions (3). The construction of sentinel is based on the existence and uniqueness of the ad
joint system solution which is exactly controllability. In this work we purpose to given an
author definition of the notion of sentinel (weakly sentinel) for studied the author system with
incomplete data which the ad joint system is weakly controllable. Precisely this knew notion of
sentinel permeated to estimate the pollution terms in the parabolic system independently of
massing terms in data. In this work, we are not interested to proved the existence and
uniqueness of the solution of system.
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oit ©Q un ouvert de IR" représentant le domaine
S géométrique du systeéme (n=1,2,3 pour les applications) et
soit T > O. On suppose que la frontiere I" = 0Q) est
assez réguliére.
On considére un systéme a paramétre distribué décrit par
I’équation d'état de systéme:

V() +Ay(t)= f+Af, te)0,T[ (1)
¥(0) = 7, + v,

ou A génére un semi groupe fortement continu (S(#)),., sur

Pespace d’¢tat L°(Q), A,T sont deux paramétres

suffisamment petits,

fof € P O.T; L) @)
Et

YosYo ELz(Q) 3)

Si P’opérateur A est auto adjoint a résolvante compacte alors
(1) admet une solution faible unique fortement continue sur

[0, T ] et donnée par :
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Cette solution se décompose en deux solutions :
La premiére est donnée par

Y(t) = Sy, + [ S(t=9) 1 (s)ds

Et la seconde est donnée par

t
(1) = SO)F, + [ S =9)[(s)ds

0
Si A admet un systéme orthonormé complet de fonctions
propres ( ® , ; )

(4,
(S(t))zzo
w de L[*(Q), par

associées aux valeurs propres

A, étant de multiplicité 7, , alors le semi groupe

engendré par A s’exprime, pour tout

T

Syw = ie% Z <(an , w>g0n/

Jj=1

(Lions [2,3] , El Jai

Pritchard [1]).

L’adjoint 4* de A engendre un semi groupe (S *(?)) .,
adjoint de (S(?)),5, qui est également fortement continu
sur L*(Q).

On suppose que j? ,V, soient données alors que les
S, Vsoient deux fonctions inconnues, l'objectif est
d'estimer la fonction f indépendamment de la fonction

Y, en utilisant la notion de la sentinelle faible.

2-SENTINELLE FAIBLE

Soit maintenant une petite région O cQ,
considérée comme un observatoire, et soit /4, une

fonction donnée dans L’ (Q) ou Q =0x ]O,T [
hy € *(Q) @)
On considére la fonctionnelle

D)= [0+t 93 Ak o, € [(0)
0
)

Définitionl : On dira que la fonctionnelle S(4,7) est une
sentinelle faible définie par ho si les conditions suivantes

ont lieu: pour tout & > 0 il existe @, € L (Q) telle que :

is(ﬂ’ T)A:O,r:O <¢€,

or
pour toute donnée initiale ), (6)
et
le. 2@ infllp Q)

pour tout @ veérifiant la condition précédente @)
Soit y, (¢,Xx) un état mesuré du systéme sur l'observatoire

O pendant l'intervalle [0, T ], on construit la sentinelle

mesurée:

S, = [(h (. 0)+ 0, (t, )y, (LX)dxdt (8
0

on a:
S(4,7)=S(0,0)+ /IES(/L T)roseo T TES(/L ) 10020 )
or ’ or ’

ou

$(0.0) = [ (hy(t.x) + @, (. X)§(t,x)dxdt (1)
0

ou Y(t,x)) est la solution de

gjz(t,x)+A)7(t,x)=j}, () €0=0.T)>

(11
N0,x)=y,
LS = [y (6:)+ 0, (60, (L x)dxde (12)
oA~}
ou ¥, (t,x)est la solution de
0
EIrAEI=1 ot
1,(0x)=0
LS = [yt 3)+ @, (6007, 0)dvdr (1)
ot B
ou ¥, (t,x) est la solution de
o
P Y60 +Ay.9=0, (¢x)c0=01HxQ s

yr(oﬂx) :yO

Pour construire la sentinelle faible, on doit déterminer @,

qui assure les conditions (6) et (7) de la définition] pour un
& positif donné. Soit q(x, t) la solution de

A=), 900k
A0

pour tout ¢, dans L (Q) . En multipliant I'équation (15)

(16)
par q(t) et en intégrant par partie, on déduit que

(€(0).5,0) = [ 0.9, O x)dx=[ g0 O@yedx  (17)

Q Q



Sentinelles faibles

Pour que les conditions (6) et (7) de la définition 1, soient
satisfaites il suffit que pour tout £>-0, il existe une fonction
@, el’ (]0, T [x Q) telle que g,(0) soit proche de zéro

a & pres. Pour cela on décompose le systéme (16) en deux
systémes:

~Z a0+ A )= €9=00Tho

4, (T,.x)=0
(18)

et
0

— @60+ Aq 0= 0€0=0THO

¢,(T,x)=0

q9=490 %4 -

revient a étudier la contrdlabilité faible du systéme (19).

(19)

Donc : Déterminer la sentinelle faible

3-CONTROLABILITE FAIBLE

Soit q,(0) I'état désiré donné par la résolution du
systtme (18), le probléme de la contrdlabilité faible
consiste a trouver, pour tout €-0 un contrdle @, de

l'espace de contrdles U = L (Q) permettant d'approcher
a € prés, en un temps fini, 'état g, (¢) du systéme (19) d'un
état initial ¢, (7")=0, a un état final désiré - g, (0) sur Q (
Zerrik(4))

Remarquel : SI le semi groupe S*(t) engendre par
l'opérateur A* est compact dans L*(Q), le Systeme (19)

n'est pas exactement Controlable ( El Jai et , Pritchard [1]

).
Remarque2 :1l 'y a des systemes qui sont faiblement
controlables mais ils ne sont pas exactement controlables.

Exemple 1 : Q étant un ouvert borné de /R", de frontiére
o0Q réguliére, considérons le systéme :

%z(x, 1) =Me(x,0)+u(x,f), (t,x)€0=Qx]0,T]

dans Q
sur OQX]O,T [

z(x,0)=0
z(¢,t)=0

Le systéme ci-dessus est un cas particulier de systéme (19) ;
en effet, il suffit de prendre

A=A quandeDO=HOQNH©), 0=Q u=pLQ)
Ce systéme ne peut pas étre exactement contrdlable dans
L*(Q) car le semi groupe S*(z) engendré par A* = Aest
compact, mais il est exactement controlable dans (l) (Q)

( El Jai, et Pritchard [1] )

Ces deux remarques nous ont conduit a introduire la notion
de la sentinelle faible pour estimer le terme de pollution
indépendamment du terme manquant.

On suppose que le systtme (19) n’est pas exactement
contrélable donc le théoréme suivant montre l'intérét de la
contrdlabilité faible dans la construction des sentinelles
faibles.

Théoréme 5 : Si le systeme (19) est faiblement controlable

alors pour tout & positif il existe une fonction
@, el’ (]O,T [X Q) qui vérifie les conditions (6) et (7)

de la définition 1.
Démonstration: Si le systetme (2.8) est faiblement

contrdlable sur Q, alors pour ¢(0)est donné dans L¥(Q) et
pour tout € positif, il existe @, € L’ (]O,T[x Q) tel que
j q(O)dx/j 1(0)dx < & , et donc

) )

2 S(2,) = [(h(1.3) + 0, (002, (1332,
’Z' Y
o

<¢g

= (9(0),(0)) <[4(0)] . ,, [l(0)
ce qui prouve (6 ) et (7).

L (Q)

Dans ce qui suit nous appliquons le résultat précédent
pour estimer le terme de pollution du systeme (1)

4-ESTIMATION DU TERME DE POLLUTION

Théoreme6 : Puisque le systeme (19) est faiblement
controlable sur Q alors on a

Alaf <[ (@, +hy)y, - ldxdt +zz
0 0

ou y(t,x) est la solution de (11) et y, (t,X) est l'état

observe sur O pendant l'intervalle du temps [0,T].
Démonstration : Soit S(A,t) la sentinelle faible définie par

h,(t,x)donc

0

S0 000 = [ (604,000, (634, )
0

=(q(T),z,(T)) <|q(T)

Mais de (2.4)ona:
ﬂES(/L 7) 1000 =54, z')—S(O,O)Jrr2 S(A,7) 0.2
or ' or ’

Q) "y (T) ‘ s¢

Q)

Donc

zaism, ) 100m0 SIS, (A,7) = 8(0,0)| + 7&
T
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D’ou

Alaf = A (hy(t, )+ 0, (6, )y, (¢,x; 4, 7)dlxt
0 0

< j((ag +h, )|ym - y|dxdt +77
0

CONCLUSION

Nous avons construit les sentinelles faibles a travers la
théorie de la contrdlabilité faible. La nouvelle notion des
sentinelles faibles a été appliquée a l'estimation du terme de

pollution indépendamment de terme manquant y,des

systtmes faiblement controlables. Je pense que la
controlabilité régionale développée par ( EIl Jai, et

Pritchard [l] ) et (Zerrik [4]) permet de généraliser la
notion des sentinelles a d’autre systémes.
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