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Résumeé

On propose dans ce travail une nouvelle technique pour formuler le probléme de Stokes. Cette étude est
utilisée pour découpler la pression de la vitesse durant la résolution du probléme de Stokes. On montre que
cette technique est équivalente & celle de Glowmski & Al [2], [3] et [5] et que cette nouvelle formulation est
bien posée. Une analyse détaillée du probléme est présentée.

Mots-clés: Approximations Spectrales, Les problémes de Stokes et Navier Stokes.

Abstract

In this work, we propose a new technique in order to formulate Stoke's problem. This
study 1s useful as it decouples the pressure from the velocity during the resolution of the
Stoke's equation. The purpose of this paper is to show that this technique is equivalent to the
one done by Glowinski & Al [2]. [3] and [5] and this new formulation is well posed. A
detailed analysis of the problem is presented.
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On considére le probléme de Stokes écrit en coordonnées cylindriques:
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Pour une donnée f=(f; f,) dans (\.- : ) [H 1 ) il existe
u= {.ureuz Je (.VEIP ) " ‘H[l) ]
La divergence nulle peut-étre écrite comme suit:
6r(rur_]+az(ruz}=0, dans O
L'équation (1.2) montre que le vecteur (r

(1.2)

U. 1Tu ) est a divergence
r- z

nulle. En utilisant le théoréme 3.1 du chapitre 1 dans [4], il existe une

fonction Y vérifiant:
P o

T 'S

Us :ru:rotlm]:: 0z

\r uZ/‘ I"__ af q:l/

En posant @ =1W. on obtient: 0,0=10,V . -0, 0=—v-10_ V.
On a alors:

-

Uu,=06.v
{u,=-1—(5:(rw))

(1.3)
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Maintenant, on note (1.2) par di\(ll qui s'écrit sous la

forme suivante:

~ 1

O+ u,*0:u.=0
‘A
C,

et I'Otrl}J le vecteur

W—‘% 8; (lw]J. On introduit aussi

l'opérateur Rof donné par:

ROt(V) _ (6r Vz - 62 Vr)/u = (Vr R VZ} tel quey = (v V. )

sachant que pour chaque fonction / , on a:

i 5Z\|J 3\
-\._arw..-

roty =

On peut alors écrire:
Rot(roty ) = —Aw (1.4)
Si divv =0, onaalors I‘Ot(ROt(V)) =—Av
Si on définit l'opérateur A, par:

1 ~2
Vo,V
r

On peut remarquer facilement que:

Rot(rotrw)=—A,w

A2 1.
Av= O v+ 0¥~

(1.5)

2. PROBLEME CONTINU

La question qui se pose maintenant: quelles sont les
conditions nécessaires sur le bord pour assurer l'existence et
l'unicité de la fonction courant Y définie par:

11r=62w (2.1)

I
)
1 1.

ju, = —;6,{.1’\1)

et en déduire sa régularité a partir de la régularité de la
vitesse 2. la solution du probléme de Stokes. Pour cela, on
considére l'espace suivant:

H.ldiv..0)- [+ = ([L#(@Q)) div,v =Li@)]

muni de la norme:
. NI
L{(0)

L; (Q)= {r carré integrable tel que jvz(r.:)rdrd: < j‘l[
Q 4

HVHH:Idi‘- "_n_‘_-= IlV [ELE(Q ]F+|Id1V v
1

ol

On définit aussi l'espace:

o o1 o -2 )]

Hi? [Q:]=<{\'EH1(Q}tel que v=0 sur 6%,0} .

Iei I'jest lintérieur de la frontiére del’. Notons que

l'opérateur sur le bord est défini et continu de Hi(Q)
1

dans Hl2 (T).
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1 1
On rappelle que H, ?(T')coincide avec H? (C') aux points

de TO I I'. De la méme maniére, on définit I'opérateur

normal sur le bord qui est continu de H% (divr . Q) dans
! 1
H, 2(T). le dual de H2(T) par:
#v=H,ldiv,.2l ve=H.l2)
(V.Il,(ﬂr = I|divrn'.qlr,z}rdrdz + _“h-_Vq Nr.z rdrdz (2.2)
a 0

1
( )rest le produit scalaire de dualité entre Hz(l") et

1

H, 2 [F)a\-'ec la mesure d7 = rdr sur le coté paralléle a

0z et = d= surles deux cotésde .
Proposition 2.1

Pour tout Vv € H; (divr Q) tel que div,v=0 et
va, = 0. il existe une fonction @& Vll (Q) tel que
v =rot@. Vll (Q) est I'espace défini par:
Vi{ﬂ} = {\-‘ € H}{Q) telque I-Hm_lai@:lv

=

Lf(Q); 051+mil}

Preuve:
vveH,(div .
O=div,v= %(alﬂﬂ 8.v))= %[divr[n']}ﬁ (I'V.Il , 1)9. =0

.Q ).ona:

A partir du théoréme 3.1 dans [4], 3@ € HI(Q) tel
1

que vV = rot@. Si on pose @ =—@ vérifiant v =rot, D,
I

2pvet LA (ot 2im T :
on a 0.2<L; ()et ;6rlr<1>-*=L1 (). Par intégration par

partie, On obtient:

(r®)

cr

[al}

r

Sur

=)

()
ol _6'¢J est la dérivée tangentielle donnée par:
T

Og
— =Vor
loka v

T

I
1]1=

=1

La fonction 1@ = C; sur chaque composante

de 0Q on C; =0 sur celles qui touchent l'axe {!‘ = 0}.
alors @ € Vll (Q) .

Définissons maintenant les conditions sur le bord pour la
fonction courant. Alors, on considére v € H,(div,,Q)
tel que dinV = 0. On note par ¢ la fonction associée a v,
par la proposition précédente, on a I'() = C (une constante)






Le probléme de Stokes et la technique Glowinski

sur I'. Cependant I touche 'axe {1‘ = 0}. alors ¢ =0 et
(pl r = 0.D'ou le résultat suivant:
Corollaire 2.2:

Soit v e H; (divr._Q) telle que div,.v=0 et
V.ll‘r =0. Si @ est la fonction courant associée av,
alors @ est la solution du probléme suivant:
f 0= V1y(0).

| (2.3)
1 j-{rotro.rotr’;j Kr.zrdrdz= f{‘\'.rotrz \r.zprdrdz vy e \*" %:OE_Q]

L

Pour étudier ce dernier, on introduit 1’espace :
H(rot.Q)= {\ € (L‘i (@ ))2 tel que rot(v)e LI(Q }}
et on définit 'opérateur sur le bord:
H . (ot.0)> H I (r
donné par:
" vveH, (rot, Q). ‘T'y”vl( Q)

(2.4)
<V.T x> _[[\ rot, o Nr. z)edrdz — jrot(\ (. zrdrdz

Donc on peut écrire (2.3) comime sult

—~A,9=rot(v) dans D(Q)
0o=0 sur [ (2.5)
{l G(:‘(P) + VT]‘ r=>0
r én
o
Ou T(P =Von.
on

Remarque 2.3:
Sion prend Y € D(Q). done (2.3) implique (2.5) en

utilisant (2.4). La deuxiéme condition sur le bord est
déduite de:

- 1 v
vE=T0t 0= 0,07, O.0)T, oi T =, ¢t T,

Proposition 2.4:
Pour tout

‘tVla(m*Hm( ) telque djy,(v)=0 et V.n| =0.

alors il existe une fonction courant ¢ € V7 (Q) tel que

o
V = 1ot vérifiant @ = Osur OQ) et T(p =0surl". Iei
cn

l'espace \"13 [Q )est défini par :

Dy | b r \
VI Q=] Q) tel que m_"‘l’c'w‘m(pc]_&ﬂQ] 0<\l+m~<2|l

Remarque 2.5:

Pour la démonstration de cette proposition. on utilise
I'inégalité de Hardy (Voir [1] et [5]).
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FONCTION COURANT-TOURBILLON :

Dans cette section, on introduit une nouvelle inconnue
appellée fonction Tourbillon w = rof (H ) ce qui donne:
—Au= rot,w (3.1)
A est appliqué a (u,. u,) dans les deux premiéres équations
de (1.1). Si on substitut ce résultat dans (1.1), on obtient:
-vo,w+o,p=f, (3.2)
—v —a (rw)+ 0.p= f

L'intérét de la formulation (3.2) est de découpler la
pression de la vitesse pour obtenir un probléme du
Laplacien pour la pression. Pour cela. on dérive la premiére
équation par rapport a z et la seconde par rapport a r et la
soustraire de la premiére. pour obtenir:

—&,@——r" f.0.f)

Vu=pot ¥ et o=-Ay-
Alors, on peut conclure que cefte formulation est
équivalente a celle faite par Glowinski et Pironneau dans

[2]. [3] et [4].

(3.3)

@

3.1 Probléme variationnel:

Le probléme variationnel s'écrit sous la forme suivante:

[ = A, o=rot(f) dans O
I-Awv=0 dans O
Voot (P)
lw=0 sur I
ifw=0 dans T’
LCcn

Le probléme (P) est exactement un probléme de Dirichlet
2
pour l'opérateur bi-harmonique A7 . ou la solution est la

fonction courant Y telle que:

- qu} = rot (f) dans Q
Ty =0 sur T
| Y _o dans T
L &n

Soit @ = _A_;y et supposons que ; =

connue. Done. résoudre (P) revient a résoudre les deux
problémes suivants :

est

r-

- o = rot(f dans Q
- A @ =mot(f) -
L= sur I
| A = dans Q
P2
| | sur T (P2)
Soit A« 7 — ﬁl A est un opérateur linéaire,
on

symétrique, défini positif et fortement elliptique de
1 1 -
- ! ' . ) By
H, 2(T)—»H}(T) avec A solutionde A} = ——-|r.
on
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Pour démonter l'existence et l'unicité du probléme (P), on  Théoréme 3.3.1:

a besomn d'introduire quelques définitions et résultats de Le probléme (P) admet une solution unique dans
l'analyse fonctionnelle: 2
: . . Sr—— Hi(Q)
Soient alors. les espaces suivants:
i 2 2] Proposition 3.3.2:
HILQI_T ELI"Q:ItEI que | . _| Ll'Q' EELI[QT Il est facile de remarquer que le probléme (P) est
_ ( o 1 équivalent a:
T =1T° =4 - 7| =
V,=H; @1 H;, @) B <H; (@) tel que ‘|r G“l} -A, @ =rot(f) dans Q
' ov| | Awv=c )
H IQI_ x_H Q) tel que V‘ —{ 0‘» A"w @ dans €
L on | w=0 sur T
Hf (Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire: @_{.’/ =0 sur T
- oA A2 2 cn
(éu év d*u v )
{“ v ]H “ ‘]L o 58 J N [ P R | Dans toute la suite la trace de @ jouera un grand réle
\Cr CZ ) ., croz oroz | | - - -
L /Lila) théorique et numérique.

Si € est borné ayant une frontiére assez réguliére . on a

la proposition suivante: Proposition 3.3.3 :
, iy
Proposition 3.2.: Sirot(f)e ] ;(Q). alors ® admet une trace Y,2<H,2(T)

L Preuve:

(0] définit une norme sur V,

Puisquey = 17°(Q). o =-Aw =T 2(Q)
équivalente a la norme induite parH[(Q) : vEHLO) veli\®
On introduit aussi les espaces: D'apres le probleme (P):

H,(@.a)= {' = Lf{Q] tel que Ave Lf(Q]} Aw =-rot(f) € L; Q) = o= HI{Q__AJ'-
o i . ) N ! f L . - . . . a: -
M = {‘ cH,(Q.4) tel que Av=0f et d'aprés la premiére propriété de yson a v,© < H; 2(T).

Q.A) est un espace de Hilbert pour le produit .
H,(@.2) P P P 3.4 Etude de la relation entre v, et yyy

scalaire
U_ V)H @a)" u V)H Au AV)H Pour cela, on propose le lemme suivant:

Lemme 3.4.1:
3.3 QUELQUES PROPRIETES DE {vo v1}

1
Soit . = HL‘E{Q}. alors on a:

1- L'application {yg v} est 1111ean’e et contmue de:

(1) Le probléme:
H,(0.2)~ B0 g 0) ,
b } . 1 3 [ Adwz 0. dans Q
TWL YL S (s} T(T)xyga(
{Yo-fl H:@)- HCH ) : w=0, sur T
3 ﬁf(;:vv'_—)H;;(r) I_AW:}‘ sur I'
4- Y, M > H; () (isomorphisme). admet une solution unique dans V; = H%(Q}I H%:o (Q).
(i1) Si Y est solution de (1) dans Vi. l'opérateur A
On note les produits scalaires associés a ces espaces par: défini par:
., '(I)H%[l’&]-ﬂélr: <t T TE'?'(I)(I)I-]I::-:F&H“%[TJ Aj = @
on
Les formules de Green donnent: est un isomorphisme de Hll T)> Hl_ (T)
vu EH(Ql Ve H1{Q A ] (iii) La forme bilingaire :
1 1 o
’[Qx.-Aurdrdz—'L%lAvrdrdz:Tc Ylu’Yovq) —RTE“YO‘IJ,'YIV 0o . 2 H2(O<H2(T) > ® définie par :
a(l.u)=m Al.uo est continue, symétrique et

. _x 2 , - IR
Supposons que rot (f)< L (€2). alors on a le théoréme H1 2 ([')-elliptique. Pour les détails voir lemme 3.8 dans

survant: [5]. Ce résultat implique le théoréme suivant:
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Théoréme 3.4.2:
Soit i/ la solution du probléme (P). alors la trace A

de =-Aw sur I' est la solution unique de I'équation
variationnelle linéaire:
- 1
- o
T AL UG=T Tw,u¢,
én

Preuve:
D'aprés le lemme précédent et le probléme donné par:

A w=o, dans Q
T
w =0, sur T
—Arwzl sur [
on a:

1
RALuo=T Lo, vie H2(D)
cn

donc % estsolution de (*) (d'aprés le lemme de Lax-
Milgram).

{)&,u }—) T AML N0 est bilinéaire. continue et

1
H:: (T')- elliptique.

1
vue H 20 2e |20 ()

4- CONCLUSION

Dans ce travail, on a proposé une technique similaire a celle
de Glowinski & Al [3] et on remarque bien que le probléme
de Stokes est réduit en une suite de problémes de point selle:
ou les inconnues sont les fonctions courant et tourbillon. Ceci
est d’un grand intérét surtout du point de vue numérique.
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