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Résumé 

D’après [1], le comportement de la solution des équations de la forme 

( ) 0tu Au f u    ( A  est un opérateur linéaire non borné, ( )f u  est un opérateur non 

linéaire) est exactement de type exponentiel lorsque t   . 
L’objet de ce travail est de mieux caractérisé ce comportement en donnant un début de 

développement asymptotique de la solution lorsque t    et  ( )f u  est un polynôme, qui 

nous permet de construire, à partir de l’espace des données initiales, un ensemble de sous 
variétés analytiques emboîtées. Cette suite de sous variétés spectrales non linéaires déterminera 
complètement le comportement asymptotique de la solution.  

Mots clés: Equation à non linéarité polynomiale, comportement asymptotique, 
développement asymptotique, variétés spectrales non linéaires. 
 

Abstract 

In the previous [1], the asymptotic behaviour of the solution of equation 

( ) 0tu Au f u   , (A is an unbounded operator and ( )f u  is nonlinear operator) is exactly 

of the exponential type when  t   . 
The aim of this work is to well characterize this behaviour, to give the first steps of an 

asymptotic expansion of the solution when ( )f u  is a polynomial; which permits to construct 

in the space of initial data, a set of analytic manifolds. The sequence of spectral nonlinear 
manifolds will determine completely the asymptotic behavior of the solution. 

Keywords: Nonlinear evolution equation, asymptotic behavior, asymptotic expansion, 
spectral nonlinear manifold. 
 
 
 
 
 

1- INTRODUCTION 

Considérons le problème 
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 A  est un opérateur linéaire non borné de domaine )(AD  ; 
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  , 1p  , 012 pa , na  assez régulier, 

dans   ( ouvert borné), associées à des conditions aux bords 
usuelles. 

D’après [1], et pour 0u , la solution )(tu  est exactement de type 

exponentiel, lorsque t  ce qui nous permet de mieux caractériser la 
décroissance de la solution et servira à la construction à partir de l’espace 
des données initiales d’un ensemble de sous variétés analytiques 
emboîtées. Cette suite de sous variétés spectrales non linéaires ainsi 
construite déterminera complètement le comportement asymptotique de la 
solution. 

Remarque 1 

Notre étude s’étend à certains problèmes de types (1.1) avec second 
membre telle que 

)()( xgufAuut   

où )(xg  indépendante du temps, comme le montre l’exemple suivant :
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 ملخص

المعادلات من شكل، فان سلوك حلول [1]حسب 
( ) ( ) 0tu A u f u  ) ،A  تطبیق خطي غیر

تطبیق غیر خطي) ھي حلول آسیة  uf)(محدود و

  .tتماما عندما 
إن الھدف من ھذه الدراسة ھو تحدید وبصفة مدققة 

حلول المعادلة المذكورة وذلك بإعطاء الخطوة  سلوك
كثیر حدود  uf)(الأولى من نشر مماسي عندما یكون 

مما یسمح بإنشاء مجموعة من التشكیلات الجزئیة 
لجزئیة التحلیلیة المتداخلة. ھذه المتتالیة من التشكیلات ا
  الغیر خطیة تحدد تماما السلوك المماسي للحلول.

المعدلات التطوریة الغیر خطیة، : الكلمات المفتاحیة
السلوك المماسي، النشر المماسي، التشكیلات التحلیلیة 

 الغیر خطیة.
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où u u    avec u  et u  solution respectivement des 

équations  
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Nous retrouvons alors le problème (1.1), avec : 
2
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. 

 
2-  NOTATIONS ET RAPPELS 

Soient V  et H  deux Hilbert spectrales tels que : 

HV   avec injection compact,      (2.1) 
V  est dense H .        (2.2) 

Nous notons par .  et .  les normes correspondantes. 

Soit A  un opérateur non borné sur H  de domaine  

 HAuVuAD  ,)( .       (2.3) 

En munissant )(AD  de la norme de graphe, A  est alors 

un isomorphisme de )(AD  dans H ; ainsi, il existe une 

suite de valeurs propres de A  

...0 21          (2.4) 

distinctes de multiplicité finie. 

En outre, si jR  désigne la projection orthogonale sur les 

espaces propres associées à j , alors : 

IRRjisiRR kj  ....  ,     0 21      (2.5) 

On note par 

........0 21  j ,      (2.6) 

La suite des valeurs propres de multiplicité km , et par 

  0)( ttS  le semi-groupe non linéaire défini par : 

VVtS :)( , 00 )( utSu        (2.7) 

On considère aussi l’espace de Fréchet, noté A , 

contenant A  : 

......21  HRHRA ,                    (2.8) 

dont la topologie est celle de la convergence des 
composantes. 

On étend l’opérateur A  et le semi-groupe linéaire 
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 de manière évidente à A . 

 
3-  DEBUT DE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE 

Considérons le problème décrit par les équations du 

système (1.1) avec )(uf  de type polynomial : 
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,      (3.1) 

avec na  assez régulier et 2 1 0pa   . 

Ainsi )(uf  s’écrit aussi : 
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  .                (3.2a) 

Chaque nf  est un opérateur gradient homogène de 

degré n  dont la fonctionnelle associée s’écrit : 

1
( ) ( ( ), )

( 1)
n nF u f u u

n



.                   (3.2b) 

Nous remarquons que notre cadre abstrait développé 
dans [1] s’étend trivialement au cas )(uf  de type (3.1) ; en 

particulier : 

Pour  0  ;122  ,min0  napnnn  
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Le théorème suivant nous donne un début de 
développement asymptotique de la solution lorsque 

t . 

Théorème 3.1 

Soit   une valeur propre de A . 

lim ( )t

t
e R u t




 existe pour )( 001 un       (3.4) 

0U   si )( 01 u        (3.5) 

0U   sinon        (3.6) 

De plus, nous avons : 

i)  Pour )( 01 u   : 
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ii)  Pour  0n  : 
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iii)  Pour  0n  : 
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nR u t te R f U e 

   
   .     (3.9) 

 

iv)  Pour  0n  : 
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.        (3.10) 

Avant la démonstration du théorème, nous donnons le 
corollaire suivant : 

(3.8)
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Corollaire 3.1 

Une condition nécessaire et suffisante pour que i , 

2i  est : 

Pour 1,....,1  ij , lim ( ) 0j
jt

e R u t



                 (3.11) 

 
Démonstration du théorème 3.1 

Reprenons l’équation : 

0)(  ufAu
dt

du
, )(uf  donnée par (3.1).              (3.12) 

Appliquons R  à (3.12) et multiplions par te , il 

vient : 

 ( ) ( )t td
e R u t e R f u

dt
 

   ,               (3.13) 

qui s’intègre : 

0
0

( ) ( ( ))
t

te R u t R u e R f u d 
       ,                 (3.14) 

 

Or, d’après (3.3), 00( ) n tf u c e  , d’où : 


t

dufRe
0

))(( 
  converge pour  0n .           (3.15) 

Nous notons alors : 

)(lim tuReU t

t



 

 .                  (3.16) 

Soit  , nous avons : 

( ) ( )
( ) ( )

( )
t t t u t

e R u t e e u t R
u t

 
 

  . 

Compte tenu de (3.3), il résulte que 
( )

( )
( )

t u t
e u t R

u t


  

soit borné et nous déduisons : 

0)( tuRe t


  quand t .                              (3.17) 

Par ailleurs 0U  résulte de [1]. 

Nous allons maintenant montrer i), ii), iii) et iv). 

i)  Pour )( 01 u   : 

L’intégrale de (3.13) entraîne 

( ) ( ( ))t

t
e R u t U e R f u d 

    


   ,                  (3.18) 

Cependant, pour  0n  et compte tenu de (3.3), nous 

allons estimer 
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Or, nous avons : 

  3( ) ( ) ( ) nn
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et en posant 

 ( ) ( ) ( )n n nR f ue f U
  

  ,                (3.21) 

nous déduisons : 
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Alors, il en résulte de l’équation 
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Or, 0)(lim 
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Ce qui s’écrit aussi 
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Reportons (3.25) dans l’équation (3.18), nous 
déduisons : 
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De cette dernière inégalité résulte i) et ii). 

iv)  Pour  0n  : 

Appliquons R  à l’équation (3.12) et multiplions par 

tne 0 , il vient : 

 0 0 00( ) ( ) ( )  ( )n t n t n td
e R u t n e R u t e R f u

dt
         

     
Par ailleurs 

 0
0 4( ) ( ) (1)     (1)n t t

n Ae R f u R f U c e 
      

Alors, en posant )()( 0 tuRetr tn


 , nous avons 

l’équation 

00( ) ( ) ( ) ( ) (1)n A
d

r t n r t R f U
dt

      ,            (3.28) 

qui s’intègre 
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0 0
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0 0 0( ) ( ) ( )
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n t n t n se e e ds            ,             (3.29) 

(3.24)

(3.25)

(3.20)

(3.26)

(3.27)
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Il s’ensuit d’après  
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et iv) est prouvé. 
 

iii)  Pour  0n  : 

Ce cas résulte trivialement de iv). En effet, (3.28) 
s’écrit : 

0
( ) ( ) (1)n

d
r t R f U

dt
    , tce )1(                   (3.32) 

 

L’intégration de (3.32) entraîne : 

0 0
0

( ) ( ) ( )n t n t
nR u t tR f U e e 

   
    .                (3.33) 

Ainsi s’achève la preuve du théorème 3.1. 
 

4-  VARIETES SPECTRALES NON LINEAIRES 

Nous commençons par définir les sous-variétés 
spectrales linéaires concernant le problème suivant : 

, ( ) 0u v
d

A G
dt


    ,                                (3.34) 

0)0(  ,                   (3.35) 

où : 
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  ,                (3.36) 

 

et vu,  satisfait 

 2, ( 0, ), ) (0, ; ( ))u v C V L D A    ,                (3.37) 

 

tu e  , tv e  , 0 , 0t .                (3.38) 

 

Remarque 3.1 

L’équation (3.34) – (3.36) est linéaire, elle est obtenue 
en posant vu  , u  et v  sont solution de l’équation 
(3.1). 

Ainsi, d’après [1], le problème (3.34) – (3.36) possède 
une solution unique  

 2( 0, ), ) (0, ; ( ))bC V L D A     ,                (3.39) 

D’autre part, l’équation (3.35) se met sous la forme : 

( )
d

A t
dt


    ,                  (3.40) 

avec : 

( ) ( )tt e    , 0                 (3.41) 

Et par conséquent 

0( )( ) tt e  


 ; )()(
~

0 A  ,                 (3.42) 

4( ) tR t c e  
  , 0 , ))(

~
( 0 , )( tt ,         

(3.43) 

où 
0

0

)(

)(
~

)(~





tS

tS
t  , VVtS :)(

~
 le semi-groupe engendré 

par l’équation (3.34). 
 

En outre, nous avons le lemme suivant: 
 

Lemme 3.1 

Une condition nécessaire et suffisante pour que 

k )(
~

0  )2( k  est que 

lim ( ) 0j
j

t

t
e R t 


   1,....,2,1  kj                 (3.44) 

 

Preuve du Lemme 3.1 

Nous commençons à montrer que la limite dans (3.44) 

existe pour )(
~

0 j . 

En effet, soit )(A  , alors de (3.34), nous avons : 

,( ) ( )t t
u v

d
e R t e R G

dt
 

   ,                (3.45) 

qui s’intègre 

0 ,
0

( ) ( )
t

t t
u ve R t R e R G dt 

       ,                (3.46) 

 
Cependant, de (3.39) et (3.43), nous déduisons que 

l’intégrale dans (3.47) converge pour 0( )j   . 

Soit alors : 

0 ,
0

lim ( ) ( )t t
u v

t
e R t R e R G dt 

      



     

   

Compte tenu des résultats précédents 
0( ) 0  . 

Soit )(
~

0  , nous avons : 

( ) ( )
( ) ( )

( )
t t t

e R t e e t R
t

 
 


 


    .                (3.48) 

 
En utilisant (3.43) et (3.44), nous déduisons que 

)(

)(
)(

~

t

t
Rte t




 

  est bornée. D’où 0  . 

Nous allons maintenant définir les sous-variétés de V  

qui caractérisent la décroissance de )(t  quand t . 

Posons : 

1
1 11 ,

0
 ( ( ) ) 0t

u vM ω V/R e R G S t dt 



 

 
    
 

          

et pour 2k  (par induction) : 

(3.47)

(3.49)
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 , ( ( ) ) 0k
k k

t
k k u vM ω M R e R G S t dt 




  
 

    
 

  

 

D’après le Lemme 3.1, kM
~

, ,...2,1k  ( VM 0

~
) sont 

bien définies et nous avons 

1

~
)(

~
 kkk M \ ,.....2,1,

~
kM k            (3.51) 

D’ailleurs, de la définition des ,.....2,1,0,
~

kM k , nous 

obtenons 

,.....2,1,0,
~~

1  kMM kk                  (3.52) 

0,
~~

)(
~

 tMMtS kk                   (3.53) 

 
Proposition 3.1 

,.....2,1,
~

kM k  a  une  codimension  maximale  dans  

V , plus  précisément kkV mmmMCo  ...
~

dim 21 , 

,...2,1k  

 
Lemme 3.2 

Soit H  un espace de Hilbert réel, X  un sous-espace 
fermé de H  et R  la projection orthogonale dans H  ayant 

le rang k . Supposons que 0  ,    uXuuRu , alors 

kXCo H dim . 

 
Preuve du Lemme 3.2 

Notons par Q  la projection orthogonale de X . Nous 

allons montrer que RHQ  est injective. 

Soit Ruv   tel que 0Qv . Si 0v , il s’ensuit que 

222
vRuv   (absurdité) et par conséquent 0v  et 

RHQ  est injective. 

Nous déduisons de ce qui précède que 

kRrgQrgXCo  )()(dim .                 (3.54) 
 

Reprenons la preuve de la Proposition 3.1. 

Considérons la première sous-variété linéaire 1M . Nous 

déduisons d’après (3.43) qu’il existe 0t  et 05 c  

(indépendant de 1

~
M ) tel que 

1 5( ) tR S t c e  
  , 1tt  , 1

~
M .              (3.55) 

Ainsi, il existe en particulier 0*
1 t  tel que 

1
* *
1 1

1
( ) ( )

2
R S t S t    , 1M   .                (3.56) 

où 1

~
M  désigne la fermeture de 1

~
M  dans H . 

Soit 1H  le complément orthogonale de 1

~
M  dans H , 

nous avons 

1
*
11

*
1

*
1

~
)(

~
)(

~
)(

~
MtSHtSHtS  ,                 (3.57) 

D’après (3.56) et en utilisant le Lemme 3.2, nous 
déduisons 

11
*
1

~
)(

~
dim mMtSCo H  .                  (3.58) 

Supposons maintenant que 

11

~
dim

~
dim mMCoMCo HV  .                 (3.59) 

Il résulte alors que 11dim mH   et, grâce à (3.57), 

HtS )(
~ *

1  n’est pas dense dans H  ce qui est équivalent à la 

non unicité rétrograde du problème de Cauchy associé à 
l’équation adjoint de (3.34), mais ceci est absurde en vertu du 
théorème de l’unicité rétrograde; par conséquent, nous avons 

11

~
dim mMCo   et, puisque 11

~
dim mMCo  , il vient 

11

~
dim mMCo V  .                  (3.60) 

Nous procédons par preuve sur k ; nous supposons que 

jM
~

 est de codimension jmm  ...1 , 1,...,2,1  kj  et, à 

l’aide de (3.43), nous déduisons qu’il existe 0*
2 t  tel que 

   )(
~

2

1
)(

~
... *

2
*
21

tStSRR
k

  , kM
~

         (3.61) 

Soit alors KH  le complément orthogonal de kM
~

 dans 

H ; il vient 

kk MtSHtSHtS
~

)()()( *
2

*
2

*
2  .                 (3.62) 

D’après (3.61) et le Lemme 3.2, nous avons : 

kkH mmMtSCo  ...
~

)(dim 1
*
2 .                 (3.63) 

 

En procédant d’une façon similaire au cas ( 1k ), nous 
obtenons 

kkV mmMCo  ...
~

dim 1 ,                 (3.64) 

ce qui achève la Preuve. 
 

Le Théorème suivant définit les sous-variétés 
analytiques non linéaires qui caractérisent la décroissance 

de )(tu  lorsque t . 

 
Théorème 3.2 

Il existe une suite de sous-variétés analytiques non 

linéaires kM , 1k , vérifiant :  

i)   0 1 1... ...k kV M M M M      

ii)  kM , 1k , est une sous-variété analytique régulière 

de codimension kmm  ...1 . 

iii) kM , 1k , est invariante par le semi-groupe 

  0
( )

t
S t


 engendré par l’équation (3.1) (i.e. 

( ) k kS t M M , 0t ). 

iv)   kMu 0 \ 1 0 1( )k kM u     , 0k . 

 
Preuve du Théorème 3.2 

Rappelons l’équation (3.14), nous avons pour Vu 0  : 

(3.50)
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1 1
1 1 10

0
( ) ( ( )) 0

t
t se R u t R u e R f u s ds 
     .        (3.65) 

Compte tenu du Corollaire 3.1 ; 20 )(  u  si et 

seulement si 







 
0

00 ))((
1

1

1
dtutSfReuR t .                 (3.66) 

 

Soit alors VRV
1

:1   définie par 

1
1 11

0
( ) ( ( ) )tv R v e R f S t v dt




     .                (3.67) 

 

Cette application est bien définie, elle est analytique. 
Alors, on pose : 

)0(1
11
M .                                (3.68) 

En procédant par récurrence, nous pouvons définir 

VRM
kkk   1: , 2k .                 (3.69) 

donnée par  

0
( ( ) )k

k k
t

k v R v e R f S t v dt



     .                (3.70) 

Cette application est bien définie ( 1 kMv , 

kv  )( ), elle est analytique. On pose 

)0(1 kkM .                   (3.71) 

Pour démontrer le Théorème 3.2, nous allons procéder 
par récurrence en utilisant les applications k  et les 

résultats obtenus pour le problème (3.34) - (3.36). 

1  dérivée en Vu  s’écrit 

1
1 1 ( )

0
( ) ( ( )) , ,t

S t uu v R v e R G t dt v V



       

où : 

0

2 1
1

( ) ( ) ( ( ) )
p

n
S t u n

n n

G na S t u 






  ,                 (3.73) 

et )(t  satisfait l’équation 

( ) ( ) 0

(0)

S t u
d

A G
dt

v


 




  


 

,                 (3.74) 

L’équation (3.74) est le problème (3.34) - (3.36) avec 

uts )(  au lieu de u  et v , et l’estimation (3.39) est vérifiée 

pour 1 . Par conséquent, tous les résultats établis pour 

l’équation (3.34) et (3.36) restent vrais pour l’équation 
(3.74). 

Soit 

1
1 11 ( )

0
( ) , ( ( )) 0t

S t uM u v V R v e R G t dt



 

 
    
 

  

La première sous-variété spectrale linéaire associée à 

l’équation (3.74), d’après la Proposition 3.1, )(
~

1 uM  est  de 

codimension 1m  dans V , c'est-à-dire )(1 u  est surjective, 

donc )(1 u  est une submersion et, par conséquent, 1M  est 

une sous variété analytique non linéaire régulière de 

codimension 1m  ; ainsi  ii) est démontré. 

i) est vérifiée d’après la définition de 1M . 

ii)  résulte de (3.67) (i.e. Corollaire 3.1). L’invariance de 

1M  est triviale. Ainsi s’achève la preuve du théorème pour 

1k . 

Procédant par récurrence pour kj  . Soit kl 1  tel 

que lM  est une sous-variété analytique régulière de 

codimension lmm  ...1  et i) - iv) du théorème sont 

vérifiés. 

D’après (3.70) : 

11 :
ll lM R V
   , 

est analytique en la dérivant au point Vu , il résulte : 

1
1 11 ( )

0
( ) ( ( )) , ,l

l l
t

l S t uu v R v e R G t dt v V
 




        

où 

11( )
ll u l lu T M M R
         (3.76) 

( lu MT  : L’espace tangent en u  à lM ). 

lM  est la ièmel  sous-variété spectrale linéaire associée 

à l’équation (3.74) . D’après la Proposition 3.1, )(1 ul  

est surjective, donc 1 l  est une sous-variété analytique 

non linéaire régulière de codimension 11 ...  lmm  dans 

V . Ainsi  ii) est démontré. 

i) résulte de la définition de lM  alors que iv) est une 

conséquence du Corollaire 3.1. L’invariance de 1lM  est 

triviale. Ainsi s’achève la Preuve du Théorème 3.2. 
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