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Résumé
D’aprés [1], le comportement de la solution des
u, +Au+ f(u)=0 (A est un opérateur linéaire non borné, f(u) est un opérateur non

équations de la forme

linéaire) est exactement de type exponentiel lorsque # — +00.

L’objet de ce travail est de mieux caractérisé ce comportement en donnant un début de
développement asymptotique de la solution lorsque # — +o© et f(u) est un polyndome, qui
nous permet de construire, a partir de I’espace des données initiales, un ensemble de sous
variétés analytiques emboitées. Cette suite de sous variétés spectrales non linéaires déterminera
complétement le comportement asymptotique de la solution.

Mots clés: Equation a non linéarité polynomiale, comportement asymptotique,
développement asymptotique, variétés spectrales non linéaires.

Abstract
In the previous [1], the asymptotic behaviour of the
u, + Au+ f(u) =0, (4 is an unbounded operator and (1) is nonlinear operator) is exactly

solution of equation

of the exponential type when ¢ — +00.
The aim of this work is to well characterize this behaviour, to give the first steps of an
asymptotic expansion of the solution when f'(u) is a polynomial;, which permits to construct

in the space of initial data, a set of analytic manifolds. The sequence of spectral nonlinear
manifolds will determine completely the asymptotic behavior of the solution.

Keywords: Nonlinear evolution equation, asymptotic behavior, asymptotic expansion,
spectral nonlinear manifold.

1-INTRODUCTION

Considérons le probleme
u, + Au+ f(u)=0
u(0) =u,

>
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dans QxR (Q ouvert borné), associées a des conditions aux bords
usuelles.
D’aprés [1], et pour u =0, la solution u(z) est exactement de type

exponentiel, lorsque ¢ — +o ce qui nous permet de mieux caractériser la
décroissance de la solution et servira a la construction a partir de I’espace
des données initiales d’un ensemble de sous variétés analytiques
emboitées. Cette suite de sous variétés spectrales non linéaires ainsi
construite déterminera complétement le comportement asymptotique de la
solution.

Remarque 1

Notre étude s’étend a certains problémes de types (1.1) avec second
membre telle que

U+ Au+ f(u) = g(x)
ou g(x) indépendante du temps, comme le montre 1’exemple suivant :
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c;—w—Aw+3u30w+3uww2+a)3 =0 QX]O,T[
t

>

o(0)=wy Q w=0 0Qx]0,T]
ou w=u-—u, avec u et u, solution respectivement des
équations
u; —Au+ud = g(x) QX]O,T[
{u(O) =uy & u=0 0Qx]0,7[’
et
—Auy, +us =g Q
{uw =0 0Q
Nous retrouvons alors le probléme (1.1), avec :
{Au =—Au+3ulu

>

f(u) =3uu? +ud

2- NOTATIONS ET RAPPELS
Soient V' et H deux Hilbert spectrales tels que :

V'— H avec injection compact,
V' estdense H .

2.1
(2.2)
Nous notons par |||| et || les normes correspondantes.
Soit A un opérateur non borné sur H de domaine

D(A)={ueV,AucH}. (2.3)

En munissant D(A) de la norme de graphe, 4 est alors
un isomorphisme de D(A4) dans H ; ainsi, il existe une
suite de valeurs propres de A4

O0<A <4 <.

distinctes de multiplicité finie.

(2.4)

En outre, si R; designe la projection orthogonale sur les

espaces propres associées a 4, alors :

RR, =0 sii#j, RORD..=1 (2.5)
On note par
O0<A <Ay <ii<Aj <, (2.6)

La suite des valeurs propres de multiplicité my,, , et par
{S(t)}tZO le semi-groupe non linéaire défini par :
SV >V, uy—>Stu, 2.7
On considere aussi 1’espace de Fréchet, not¢ 3 ,,

contenant A4 :
S, =RRH®R,H®..... s (2.8)

dont la topologie est celle de la convergence des
composantes.
On étend l'opérateur 4 et le semi-groupe linéaire

e M de maniére évidente a J .
120

3- DEBUT DE DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE

Considérons le probléme décrit par les équations du
systéme (1.1) avec f(u) de type polynomial :

u,+Au+ f(u)=0
2p+l

, 3.1
f(u):Zanu”, p=>1 31
n=2
avec a, assez régulieret ay, .1 >0.
Ainsi f(u) s’écrit aussi :
2p+l
fw= Z fou), avec f,(u)=a,u". (3.2a)
n=2

Chaque f, est un opérateur gradient homogene de
degré n dont la fonctionnelle associée s’écrit :

1
F,(u)= (n—+1) (f (), u) .

Nous remarquons que notre cadre abstrait développé
dans [1] s’étend trivialement au cas f(u) de type (3.1) ; en

(3.2b)

particulier :

Pour n, = min{n, 2<n<2p+la,# O}
Ryuu~u(t)= o(e™) t> t

{f(u) = O(e™"™) '

Le théoreme

(3.3)

suivant nous donne un début de

développement asymptotique de la solution lorsque
t —> +o0.
Théoréme 3.1
Soit A une valeur propre de A .

lim e/uRAu(t) existe pour A4 < A < nyA(uy) 3.4
t—>+o0
U, =0si 4 <1=<A) 3.5
U, #0 sinon (3.6)

De plus, nous avons :

i) Pour 4 <A <A(uy) :
e~ oA (ug)t
(ngA—2)
3.7

Ryu(t) = Ry [y (Up)+O(e70M).

ii) Pour A <A <nyA :

e—}’lo/\t
Ryu(t)=e MUy +—————R; f, (Up)+O(e0M)

(ngA—2) (3.8)

iii) Pour A =nyA :
Ryu(t) = ~te™M R f, (Up)+O(e0M ). (3.9)

iv) Pour A >nyA :

—ngAt At

Ryu(t)y=——R Up)+0(e M) 3.10
2u(?) G —noh) 1.Sng (U ) +0(e70%) (3.10)

Avant la démonstration du théoréme, nous donnons le
corollaire suivant :
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Corollaire 3.1

Une condition nécessaire et suffisante pour que A = 4;,
i>2 est:

Pour j=1,..,i-1, lim ¢“ Ry u(t)=0 (3.11)
t—>+00 J
Démonstration du théoréme 3.1
Reprenons 1’équation :
%—i—Au-i—f(u):O, f(u) donnée par (3.1). (3.12)

Appliquons R; a (3.12) et multiplions par M, il

vient :
i(eitR u(t)) =—eM R, f(u) (3.13)
dt g 4 ’ '
qui s’intégre :
t
M Ryu(t) = R uq —jo TR, f(u(o))do (3.14)
Or, d’aprés (3.3), | /(u)| < cpe™A , d>ou :
!
j ¢’ R, f(u(c))do converge pour A <ngA . (3.15)
0
Nous notons alors :
U, = lim e”R,u(r). (3.16)
t—>+©
Soit 4 < A, nous avons :
eMRyu(t) = elA-Nieht |u(t)| R; ) .
Ju)
o A u(t)
Compte tenu de (3.3), il résulte que e ’|u(t)|R/1m
u
soit borné et nous déduisons :
e™R,u(t) =0 quand t — +o . (3.17)
Par ailleurs U, # 0 résulte de [1].
Nous allons maintenant montrer i), i7), iii) et iv).
i) Pour 4} <A< A(y) :
L’intégrale de (3.13) entraine
+00
M Ru(t)=U, +J' IR, f(u(o))do (3.18)
t

Cependant, pour A <nyA et compte tenu de (3.3), nous
allons estimer

J’ :OO AR, f(u(o))do — j;w AR, f(upe-A)do]| <
2p+l1 oo
. Z {L e(i—n/\)‘R}L (fn(uer') _fn(UA))‘ do'}, (3.19)
n=ng

Or, nous avons :

| wer) = £, UL =

a, {(ueAG)” —U/"\}

<a |ueAG —UA|
(3.20)

et en posant

&(0) = |Ry (£, wer) = £,Wp)) (3.21)
nous déduisons :

&l (o) =suple, (c)} >0 quand & — +w0, (3.22)

n=n,
Alors, il en résulte de I’équation
‘ J., TR, fwydo - J., TR, Fuye M Vdo| < ..
(A—-nyA)t
..... g'(r)m , (3.23)

Or, lim &'(t) >0,
t—>+00
c’est-a-dire

+00 00
L eﬂGR,lf(u)da—L MR, £ (up)do]| <

(A-ngA) 2p+l +0

e

&) ————+ Z eA=nNS R £ (U )do
(nOA h A) n=ng+1

(3.24)
Ce qui s’écrit aussi

4oo )
| PR o= Ry fyy (U )+ O(e~ (10—

(ngA=4) (3.25)

Reportons
déduisons :

(3.25) dans [D’équation (3.18), nous

e—no/\t

Ryu(t)=e MU j+ ———
Lul(?) 4 (oA —1)

Ry fny U 1) +0(e7m0A")
(3.26)

De cette derniére inégalité résulte i) et if).

iv) Pour 4 >nyA :
Appliquons R; a I’équation (3.12) et multiplions par

noAt

e , il vient :

4 (enoAfR ﬂu(t)> = (ngA — )M R u(t) — "M R, f(u)
dt (3.27)

Par ailleurs
MR, f(u) = Ry fr, (U)+O()  (O(1) = cye™)

Alors, en posant r(t):e”OAtRlu(t), nous avons

I’équation

%r(t) = ~(A=ngMr(t) = R; 1, (U 4) +0O(1), (3:28)
qui s’intégre

F(t) = r(0)e= oM _ ffﬁ;ff)) " R&f’_’on(:if; I

e (Aot 4 o= (Aot J'; e~ (AN O(1yds (3.29)
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11 s’ensuit d’apres

lim e~ (A-mA) J-(; e~ (A=mM)sO(l)ds — 0,

t—+0
que

JngWa)
lim ()= —2t0 A (3.30)
1>+ (A—nyA)

D’ou
e—l’lo/\t

Ryu(t)=— Ry [y (U 4) +0(e7 M) (3.31)

- I’loA)
et iv) est prouvé.

iif) Pour A =nyA :

Ce cas résulte trivialement de iv). En effet, (3.28)
s’écrit :

L H(O) =R, U)+0(), 00 = ce” (3.32)
L’intégration de (3.32) entraine :
Ryu(t) =—tR; fr, (Up)e 0M +0(e™ 0 (3.33)

Ainsi s’achéve la preuve du théoréme 3.1.

4- VARIETES SPECTRALES NON LINEAIRES

Nous commengons par définir les sous-variétés
spectrales linéaires concernant le probléme suivant :

dd_c;)+Aw+Gu,v(w) =0, (334)
@(0)=0, (3.35)
ou:
2p+l n—1
G (@)= D" uuo| D =i |, (3.36)
n=n i=1
et u,v satisfait
u,v e C([0,+00), V') N L2 (0, +00; D(A)) , (3.37)
lu<e, M <e?, y>0,120. (3.38)

Remarque 3.1

L’équation (3.34) — (3.36) est linéaire, elle est obtenue
en posant w=u—v, u et v sont solution de 1’équation
(3.1).

Ainsi, d’apres [1], le probléme (3.34) — (3.36) possede
une solution unique
o & Cyy ([0, +%),V) N [? (0, +00; D(A)), (3.39)

D’autre part, 1’équation (3.35) se met sous la forme :

(3.40)

d
‘76[% Ao| <n]a].

avee

nt)=0(e7), y>0 (3.41)

10

Et par conséquent
o) x e M s A(wy) e o(4),

|RAB@)| < cqe™ 7 >0, (A< A@y)), 1> 1(A),
(3.43)

(3.42)

, S (1):V >V le semi-groupe engendré
par 1’équation (3.34).
En outre, nous avons le lemme suivant:

Lemme 3.1
Une condition nécessaire et suffisante pour que

/N\(a)O)ZAk (k >2) estque

lim e‘/’RA/w(t) =0 Vj=12,..,k-1

t—>+0

(3.44)

Preuve du Lemme 3.1

Nous commengons & montrer que la limite dans (3.44)
existe pour 4; < /N\(a)o) .

En effet, soit 4 € o(4), alors de (3.34), nous avons :

% MRyt = MR, G, (@), (3.45)
qui s’intégre
t
MR, w(t) = Ry, —J'O MR, G, (@)t (3.46)

Cependant, de (3.39) et (3.43), nous déduisons que
I’intégrale dans (3.47) converge pour A j S ]\(a)o) .

Soit alors :

+00
w, = lim eﬂtRﬂw(t):RwO—j MR, G, , (@)t
t—+0 0 (3.47)

Compte tenu des résultats précédents O (wy) * 0.

Soit A < 1N\(a)0) , IOUs avons :

w(t)

e |Ry(1)] = eANelt (o) R, o]
[

(3.48)

En utilisant (3.43) et (3.44), nous déduisons que
w(t)

)

eAt|a)(l)|Rl est bornée. D’oll w; =0.

Nous allons maintenant définir les sous-variétés de V
qui caractérisent la décroissance de @(¢) quand ¢ — +o0.
Posons :
- +00 -
M, = {a) € V/RA1 a)—J. eAI’RA1 G, (SOw)dt = O}
0 (3.49)

et pour k > 2 (par induction) :
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~ ~ +00 ~
Mk :{G)EMk_l,RAkCO—IO eAk[RAk Gu’v(S(t)CO)dt:O}
(3.50)

D’aprés le Lemme 3.1, A7Ik, k=12,.. (1\710 =V) sont
bien définies et nous avons

Moy =A, oM, \M, k=12,.... (3.51)

D’ailleurs, de la définition des M - k=0L2,..., nous
obtenons

My c M, k=0]12,... (3.52)

SOM, cM,,t>0 (3.53)

Proposition 3.1

M, k= a une codimension maximale dans
V., plus précisément Codim, M, =m; +m, +...+my,

k=12,.

Lemme 3.2

Soit H un espace de Hilbert réel, X un sous-espace
fermé de H et R la projection orthogonale dans H ayant

le rang k. Supposons que |Ru| < |u| Yue X, u#0, alors
Codim, X >2k.

Preuve du Lemme 3.2

Notons par Q la projection orthogonale de X . Nous

allons montrer que Q‘ g €Stinjective.
Soit v=Ru tel que Qv=0.Si v#0, il s’ensuit que
2 2 2 » .
|v| =|Ru| <|v| (absurdité) et par conséquent v=0 et
Q‘ g €Stinjective.

Nous déduisons de ce qui préceéde que

Codim X =rg(Q)2rg(R)=k. (3.54)

Reprenons la preuve de la Proposition 3.1.
Considérons la premiere sous-variété linéaire M, . Nous

déduisons d’aprés (3.43) qu’il existe >0 et c5>0

(indépendant de w e M 1) tel que

Ry S(@| < cse 7, Vi1, Yoe . (3.55)
Ainsi, il existe en particulier tl* >0 tel que
‘RAI S’(tl*)w‘ S%|§(tik)a)|, Yo e, (3.56)

ou M | désigne la fermeture de M | dans H .
Soit H, le complément orthogonale de M | dans H ,

nous avons

SUHH =Sa)HH, +54)M,, (3.57)

11

D’aprés (3.56) et en utilisant le Lemme 3.2, nous
déduisons

Codim,, S(t))M, 2 m,. (3.58)
Supposons maintenant que
Codim, M, = Codim,, M <m, . (3.59)

Il résulte alors que dimH; <m; et, grace a (3.57),

S (tl* )JH n’est pas dense dans H ce qui est équivalent a la

non unicité¢ rétrograde du probléme de Cauchy associé a
I’équation adjoint de (3.34), mais ceci est absurde en vertu du
théoréme de 1’unicité rétrograde; par conséquent, nous avons

Co dim A7[1 >m, et, puisque Codim A711 <m,, il vient
Codim, M, =m, . (3.60)

Nous procédons par preuve sur k ; nous supposons que
Mj est de codimension m, totm;, j= 1,2,...k—1 et, a

I’aide de (3.43), nous déduisons qu’il existe t; >0 tel que
=,k 1%, = ~
‘(RAI ++ Ry, )S(tz)a)‘ < E‘S(tz)a)‘ Noell,  (3.61)

Soit alors H ; le complément orthogonal de M » dans
H ; il vient

S(ty)H = S(t,)H, +S(t, )ﬁk . (3.62)
D’apres (3.61) et le Lemme 3.2, nous avons :
Codimy, S(t;)M, >my +...+m, . (3.63)

En procédant d’une fagon similaire au cas (k£ =1), nous
obtenons

Codim, M, =m, +..+m,, (3.64)

ce qui achéve la Preuve.

Le Théoréeme suivant définit les sous-variétés
analytiques non linéaires qui caractérisent la décroissance
de u(¢) lorsque ¢t — +oo.

Théoreme 3.2

1l existe une suite de sous-variétés analytiques non
linéaires M, k =1, vérifiant :

) V=MycM,..cM,cM,..

ii) M, k=1, est une sous-variété analytique réguliere
de codimension m, +...+m,.

iii) M,, k=1, est invariante par le semi-groupe
{S(l‘)}ZZO (3.1) (ie.
SOM, <M, t20).

iv) ugeM \M, 1 & Auy)=Aiq, £20.

engendré  par  I’équation

Preuve du Théoréeme 3.2

Rappelons I’équation (3.14), nous avons pour u, €V :
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t
eAI’RA1 u(t)— RA1 uy — jo elis RA1 f(u(s))ds=0. (3.65)

Compte tenu du Corollaire 3.1; A(uy)=A, si et
seulement si

+00
Ry, g =J‘0 M Ry f(S@Oug)dt (3.66)
Soit alors @, :V — R\ V définie par
+00
D,(v)= RAIV_L) eAI’RAlf(S(t)v)dt . (3.67)

Cette application est bien définie, elle est analytique.
Alors, on pose :

M, =d;'(0). (3.68)
En procédant par récurrence, nous pouvons définir
QM >R\ V, k22, (3.69)
donnée par
+00
®pv =Ry, v- J'O MRy f (St (3.70)
Cette application est bien définie (veM, |,
A(v) 2 A}), elle est analytique. On pose
M, =®;'(0). (3.71)

Pour démontrer le Théoreme 3.2, nous allons procéder
par récurrence en utilisant les applications @, et les

résultats obtenus pour le probléme (3.34) - (3.36).
@, dérivéeen u eV s’écrit

+00
O'(u)v = Ry v- jo M Ry Gy (@(0)dt, Vv eV,

. (3.72)
ou:
2p+1
Gsou(@) = Y, na,o(S©u™, (3.73)
n=ny
et w(t) satisfait I’équation
do
—+ Ao+ G =0
ar A0 Osou(@ =0, (3.74)

w(0)=v
L’équation (3.74) est le probléme (3.34) - (3.36) avec
s(t)u au lieu de u et v, et ’estimation (3.39) est vérifiée

pour ¥ =A,. Par conséquent, tous les résultats établis pour

I’équation (3.34) et (3.36) restent vrais pour 1’équation
(3.74).

Soit

~ ~+00
M ()= {v ev, RA1 V—J-O eA1tRAl Gy (@@))dt = 0}

La premiére sous-variété spectrale linéaire associée a
I’équation (3.74), d’apres la Proposition 3.1, M (u) est de

12

codimension m, dans V , c'est-a-dire ®@](u) est surjective,
donc @, (u) estune submersion et, par conséquent, M, est

une sous variété analytique non linéaire réguliére de
codimension m; ;ainsi ii) est démontré.

i) est vérifiée d’apres la définition de M.

it) résulte de (3.67) (i.e. Corollaire 3.1). L’invariance de
M, est triviale. Ainsi s’acheve la preuve du théoréme pour

k=1.
Procédant par récurrence pour j<k . Soit 1</<k tel

que M, est une sous-variété analytique réguliére de

codimension m; +...+m; et i) - iv) du théoréeme sont
vérifiés.

D’apres (3.70) :
CDI+1 ZM] —)RA1+1V,

est analytique en la dérivant au point u € V', il résulte :

~+00
D7,y (v =Ry, v —J'O MRy, Gy (@(O)dE, YV ET,
(3.75)
ou

@y (W) =T, M; =M, >Ry, | (3.76)

(T,M, : L’espace tangenten u a M,).

M, est la ™™ sous-variété spectrale linéaire associée
a I’équation (3.74) . D’apres la Proposition 3.1, @, (u)
est surjective, donc @, , est une sous-variété analytique
non linéaire réguli¢re de codimension m; +...+m,,; dans

V. Ainsi ii) est démontré.
i) résulte de la définition de M, alors que iv) est une

conséquence du Corollaire 3.1. L’invariance de M, est
triviale. Ainsi s’achéve la Preuve du Théoréme 3.2.
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