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Résumé

Dans cet article on utilise la méthode des inégalités énergétiques, dite aussi méthode des

estimations a priori, pour démontrer 1’existence et 1’unicité de la solution forte d’un probléme B. BOUDJEDAA

aux limites avec des conditions locales pour une équation aux dérivées partielles du troisiéme

ordre.
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ans ce travail on s’intéresse a 1’existence et ['unicité de la solution
forte d’un probléme aux limites avec des conditions locales pour une
équation aux dérivées partielles de la forme :
3
Lu Ea—u—A(t)@—B(t)u—/l(x)u =f.
or ot
Pour démontrer 1’existence et 1’unicité de la solution du probléme
considéré, on utilise une méthode fonctionnelle basée essentiellement sur
la théorie des estimations a priori. Cette méthode nécessite, pour chaque
probléme donné, une étude ad hoc. Elle peut étre caractérisée par le
schéma suivant :
Pour un probléme aux limites donné (P), on associe un opérateur L
défini par
L: DIL)cE—>F
ou D(L) est le domaine de définition de L; E et F sont deux espaces de
Banach convenablement choisis, tel que résoudre le probléme (P) revient
a résoudre 1’équation opérationnelle suivante

Lu=f ou feF (1)
Pour ce faire, on établit une estimation a priori
el - < CllLd] .., Vi € D(L) 2)

appelée souvent inégalité de I’énergie; ensuite, on construit la fermeture
de l’opérateur L qu’on note L, et par passage a la limite, on peut

facilement étendre I’inégalité (2) aux éléments de D(Z )
<cu| vuen). 3
] o YueD(L) 3)
Pour cet opérateur L etde I’inégalité (3), on démontre que
R(L)=R(L) 4)

ou R(L)représente I’ensemble image de 1’opérateur L.
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Finalement, si on convient d’appeler solution forte du
probléme (P) toute fonctionu eD(Z) telle que Lu= I,

alors de (4) on constate que pour montrer 1’existence de la
solution forte du probléeme (P), quel que soit le second
membre, il est nécessaire et suffisant d'établir la densité de
R(L) dans F.

Parmi les travaux les plus proches du notre et qui
utilisent la méme méthode développée dans ce travail,
citons Dainyak et Korzyuk [1], Tsyvis et Yurchuk [2] ou les
auteurs établissent 1’existence et 'unicité de la solution
pour des problémes d’ordre trois. Citons également 1’article
de Gavrilova et Yurchuk [3] ou les auteurs étudient un
probléme de Cauchy pour une équation du type Euler-
Poisson-Darboux; notons en particulier les travaux de
Yurchuk [4-12] ou Dauteur étudie, par la méthode de
I’inégalité de ’énergie, celle utilisée dans ce travail, des
problémes aux limites pour des équations dont les parties

m
principales contiennent des opérateurs de la forme ;l—m +4

t
(voir [4-5]) et des problémes aux limites pour des équations
avec des coefficients opératoriels dépendant d’un paramétre
(voir [7-9]) ainsi qu’une multitude d’autres problémes aux
limites aussi intéressants que les précédents. Tous ces
travaux sont les articles de base de notre travail, surtout les
deux articles [11-12] desquels on s’est inspiré pour
développée la méthode présentée dans ce travail.

I. POSITION DU PROBLEME
Dans le cylindre O =(0,7)x£2ou (2est un ouvert

borné de R", de frontiére I assez réguliére, T un nombre
positif fini, on considére le probléme

3
L= 4y Bly—iu=f sur Or; (1.1)
6t3 ot
u(0,x)=0 sur 2 ; (1.2)
u0.x) =0 sur Q; (1.3)
ot
ouT,x) =0 sur 0, (1.4)
ot
j
Uy 0<j<m, sur 30 (1.5)

ov/

ou /I(x) est une fonction mesurable dépendant seulement

de xe ;A(t), B(t) sont des opérateurs différentiels a

coefficients variables donnés par :

a B
A= ¥ (—1)“6—{ °

Aoy ———
|| Al<m ox“ b o
0 e . .
: ™ la dérivée relative a la normale v a la
v

+0(x)@ (1)

@ On note par

surface latérale ¥ du cylindre Oy .

o

5‘0"

% o™ ...ox,

@ On note par : la dérivée en x d’ordre

lo|=c +...+a, .

22

ou @(x)>0,Vxe,est une fonction bornée, mesurable,
dépendant seulement de x € 2.

p q
o by i
ox?

(1.b)
ox?
Notons Izl(t), 1§(t) les opérateurs différentiels donnés

By= Y (-

|pa|<m

par:
- 0% (oa of -
At = -1 ‘a‘__aﬁ._ 1-
; a%m( ) @X“[ o o/ o
B(t)= z (_1)‘P‘i abﬂ.ﬁ ) (1-b)
ol oxP | or ox?

Supposons que les coefficients a,p et b, vérifient les
conditions :

(HA): agp =ag, ,agp € Cl’m(éT) el <m, |l <m;

=bgp »

Lm o~
(HB): b, b, €C ’m(QT), |p|<m,|g|<m;
(HE): A(#), ~A(t), B(1), ~B(1) sont
uniformément fortement elliptiques, i.e, d’aprés I’inégalité
de Garding [13]:

1) Il existe deux constantes

les opérateurs

71>0,4,20 telles que
pour tout te[O,T]ona:
(A0 0) 2 AP,y Al € HE (@) )
(1.6)
2) 11 existe deux constantes 7,>0, 7,>0 telles que
pour tout te[O,T]ona:
(<A u) 27l o= Flulg: vue HY (@0 H™ (€2)
| (1.7)
3) Il existe deux constantes y, >0,4, 20 telles que
pour tout te[O,T]ona:
(B, ) 27l o=l gy v e HE' () nE(@)
4) 1l existe deux constantes 7,>0, 7,>0 telles que
pour tout te[O,T]ona:
(~Blow.u) 27 ull, o Aolulgy: Ve HE' (€2) mHz"(’ (.Q))
' 1.9

Il. ESPACES FONCTIONNELS ASSOCIES AU
PROBLEME

Pour I’étude du probléme donné ci-dessus, on a besoin
de quelques espaces fonctionnels.
On désigne par E ’espace de Hilbert

H>™(Qp)H'(0.T ; H™ (£2))
muni de la norme :

2
el =

2 2 2

aa+1
ox“%ot

%u

ot?

u 0%u

ox?

+2

‘a‘Sm

+
Or

Or Or
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L’espace F' étant le complété de I’ (Or) par rapport a la
norme :

= s w2

ou I’opérateur 5% est engendré par [’expression
différentielle (—A)m sur et les conditions aux limites

homogenes du type Dirichlet sur 7.

lll. ESTIMATION A PRIORI

Notons L 1’opérateur engendré par le probléme (1.1)-
(1.5) défini par :

L: DL)cE—>F
ub Lu=Lu
ou
ELZ(QT) ELZ(QT),|a|£2m,k=0,1

u verifie (1- 2)—(1-5)

83
ueck/—-
D(L)= or

Théoréme 1.
Sous les hypothéses (HA), (HB), (HE), on peut trouver
une constante Ay >0 telle que pour toute fonction

mesurable et bornée A(x) > 4y, Vx € £2, on a I’estimation :

Jee] - < CollLu . Vu e D(L) 3.1)
E F

ou C est une constante positive indépendante de u.

La démonstration de ce théoréme est basée sur la
technique du multiplicateur qui est due essentiellement aux
idées introduites par Petrovskey, Leray, Garding dans leurs
travaux respectifs [14-16] ou ils traitent des problémes du
type hyperboliques et qui consiste a multiplier scalairement
Lu, ou L est ’opérateur associé au probléme donné, par une
expression Mu qui dépend de u ou de ses dérivées
partielles, et, par des intégrations par parties, on essaie de
tirer I’estimation voulue.

Jusqu’a présent, la recherche d’un multiplicateur pour
un probléme donné est encore un probléme ouvert et il
n’existe pas de méthode générale pour déduire ce
multiplicateur sauf dans des cas trés particuliers (voir [17]).

Démonstration.
Définissons sur D(L) un opérateur noté :

Mu=(t-T)u+ Clgo(t)%

ou
3 Si ﬂ,l:O
a+7) 5
C = 1 et p(t)=t"+t—(1+T(T +1)).
— s 4 #0
AH+T)

Considérons ensuite le produit scalaire dans ? (Or) de
Lu par Mu soit :

(Lu,Mu)QT =jQ Lu - Mu dtdx (3.2)
T

On note par [I,1,,13,14les quatre termes du second
membre de I’égalité (3.2) donnés par :

ou

*u u
I = J‘;~Mudtdx ; I =—.[ A(r) 6 - Mu dtdx

o] o

En effectuant des intégrations par parties sur chaque
terme des [ jo j=1,2,3,4,en tenant compte des conditions

(1.2)-(1.5) et des inégalités (1.6)-(1.9), on obtient les
estimations :

Yu- Mu dtdx ; I4=—j A(x)u - Mu drdx

2
2
A [}q]?: e il (33)
or ot o
2
a+1
}/1 8 u
L2Gn Y | — -G z
‘a‘ém QT Q ‘a‘<m Q

A4 2 77 T 2 /'I T 2
g+ [, @=olul, Q"?ljo T-0ul,: (34)

6“2
u

Y2+7,
K2l y o
X

b+
; el Tz(l+T)2||u||2QT

Or
T T
s [3 =0l =2 [ T -0l

‘a‘ém

LG 5 o ”(T)H _G4 (3.5)

2
‘ o H 2 lu(D,

‘a‘im

1> j . (T - ) A(x)u> +%IQT Ax)u? +% j } A(x)u?. (3.6)

Alors les inégalités (3.3)-(3.6) donnent
2
62
+Cin
ot Z

QT ‘a‘ﬁm
2

aa+1u

(Lu, Mu), >C|—-

Or

(04
ox“ ot o

o

C Z o y
AT 5 U s Dy ol

Or

‘a‘Sm

*IQT[ Alx )— C1(1+T)2/12;’12Ju2
bt 2
+f (T—t)[/l(x)—ﬂg_ﬁj 2 Cl?’z ZHa u(T)|
" ? “ |
efe 0
+%jg (4) =22 )u* (D). (3.7)
Notons par
ﬂ 1 ~
Jo =24 lle By + 1 01+T),
1

Pour ce Aget pour toute fonction A(x)mesurable et

bornée telle que A(x) > Ay, Vxe 2 ,ona
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2

+Ci1
QT ‘a‘ﬁm
2

62 aa+1u

or

(Lu, Mu), >C/|—-

Or

(04
ox“ ot o

o

o
X

+71+C1(72+72) Z +C2||u2

2
lp, +C3 jQT (T —t)u
o

‘a‘Sm

AN 2 Gy
Hrp+2hf =l o+ =2 2

‘a‘ém

2
o“u(T)

Q

+ Gy,

(3.8)

G =%+T(T+2)ﬂ,z +(1+T) ], ;
1

C4=Q ﬁ+ﬁ
21q 2

Donc, en prenant

+T(T+2)2, +(1+T)2,12J.

1
o =min| y;,
7 2(C

I’inégalité précédente devient
2
62

or

+72+72)J

(Lu,Mu), >C|—-

Or

Or
G5 Y [Ha““uax“at

‘a‘<m

H@au@x

39
QTJ G2

Sachant que
T
(Lu, Mu)QT = '[0 (Lu, Mu)Q

Alors, en utilisant les propriétés P1, P2 (‘appendice

A) de l'opérateur S et I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on
aura pour tout € >0:
oull?
Q

1| o= 2 2
2(Lu, Mu),, g;Hs 1Lu”g+25)/0k(T){||u||m’Q+ Gl

presque partout sur [0, T ]

ou
A+T)% si A =0,
k()=
ma){i, (1+T)2J si A4 #0,
22
1
et ypest la constante positive (inégalit¢ (A.2) de

I’appendice A) telle que : ||Sv||?o < 7/0||v||i1 o VVE Hy' (£).

D’ou:
1T =1, |2
2Lu, Mu) <~ HS L ”
(Lu, Mu) , gJ.O Y,
2
a+1 a
+2670k(T) Y 0 ou (3.10)
ox%ot ox%
|a|<m Or Or

24

Finalement, des inégalités (3.9) et (3.10), on obtient :

ol 202
or?
2
a+1 o
+2(Ci6 —gyok(T) Y. 0 I ] (3.11)
ox% ot ox”*
‘a‘Sm QT QT
Go .. .
Donc, pour £ =————— I’inégalité précédente devient:
2y0k(T)
270k(T)J “S—l ” S
2 2 2
2 a+1
26194 Lo 3 0 o (3.12)
ox% ot ox“*
QT ‘a‘im QT QT
Ce qui donne :
Jul < ol v D),
2yok(T
ol c0=iz7°—() . p=min(2,5).
C] p5

Par une méthode classique, on arrive a démontrer la

Proposition 1.
L’opérateur L défini ci-dessus est fermable (admet une
fermeture).

Démonstration. Voir appendice B.

Notons par L cette fermeture et D(Z) son domaine de
définition. Alors par passage a la limite on peut facilement
étendre ’estimation (3.1) aux éléments de D(Z), c’est-a-
dire :
<ol

Yue D(Z) (3.13)

Corollaire 1.
L’opérateur L est a image fermée, et de plus on a :

R(L)=R(L)®

Définition 1.
On appelle solution forte du probléme (1.1)-(1.5) toute

fonction u e D(Z) telle que :
Lu= fou feF.
Alors, de I’estimation (3.13), on a le
Corollaire 2.

Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 1 et si
AMx)> A9W,Vxe Q,alors pour tout second membre

feF,
existe, est unique et dépend continliment de f.

la solution forte du probléme (1.1.)-(1.5), si elle

&) R(4) désigne l'ensemble image de l'opérateur A.

) % est la constante donnée dans la démonstration du théoréme 1.
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IV. EXISTENCE DE LA SOLUTION FORTE
R(L)=R(L).

Donc, pour démontrer 1’existence d’une solution forte
du probléme (1.1.)-(1.5), il est nécessaire et suffisant
d’établir la densité de R (L) dans F. Pour cela, on a besoin
du
Lemme 1.

Sous les mémes hypothéses que le Théoréme 1 et si

l] + /:{27—'2
4

D’apres le Corollaire 1, on sait que :

1) @(x)>{ ],Vxe.Q;

2) Ax)>4, ,Vxe 2,

alors toute fonction W e 2 (Or) qui vérifie

J.OT(S_ILu,W)on ,VueD(L) “.1)

est triviale.

Preuve.
On utilise une certaine classe d’opérateurs de
régularisation. Soit J I’opérateur engendré par I’expression

différentielle (-A)™ sur 2 et les conditions aux limites

homogenes du type Dirichlet sur /7, qui est un opérateur
maximal accrétif (pour plus de détails concernant ces
opérateurs on peut consulter [18,19]). Alors, pour tout
£>0, lopérateur J,. =1+ ¢J admet un inverse borné sur

? (£2) que ’on note J;l, et qui vérifie les propriétés de
régularisation: si 4 € H3’0(QT) , alors J;lh e H>"m (Or)et
de plus lim Jg_lg =g,Vg eLZ(.Q).

0

e—>
Posons 9=S"'W,et soit ugzjéngh(§,x)d§, ou

he H**(Qr) telle que h(0)=0, A(T)=0 ; u, e D(L).

Alors en utilisant la relation (4.1) pour ces u,, le fait

que Jg_1 est auto-adjoint et par des intégrations par parties
par rapport a x, on obtient
h I\ 9P g
J’ 9= yp - i
or ot <m Or % ol

+jQT O(x)-J; -9

of (1 4 0?9
Xy )
pllg|sm

+[, ﬁ(x)( j;J;Ih(g)dgjs

De 14, il est aisé de voir que le second membre de (4.2)

4.2)

est une forme linéaire continue de he I’ (Or), et par
conséquent
027! 3 )
—5— <L Q)
c’est-a-dire  que J;lgeHz’O(QT) et satisfait aux

conditions :

25

J1%0) =0, J;l9(T)=0.

Donc, si on prend dans (4.2) h= J;lg, et on intégre le
premier membre par rapport a ¢, on obtient :

THCIES

‘a‘ ‘/3‘<m
-2
+jQT O(x)-J;29-9

aJ;lg
ot

0“J;29 P9
ox?

o
x

P (¢t 019
+ Y Qprq~ax_p(_[0Jg 3(5)516&).8)(_11

|pllgl<m
+[, ﬁ(x)(Jéngg(f)dﬁjé‘

On sait que pour tout ve I2(0,T ; HI'(£2)) (inégalité
(A.3), appendice A)ona:

. 2

pour tout «, f3, |a|£m,|ﬂ|<m ou C,p est une constante

(4.3)

o 2 2
Gap s UV _caﬂjQT ‘S(Jg v—v)‘ . (44

indépendante de v ; aussi
2

or ) 2

b~ (I2v=v) <Cp| |SUv-w[ . @5
pa ey e VY quQT (J77v=v) (4.5)
pour tout p, q,|p|£m, |q|£m,of1 Cp, est une constante

or

indépendante de v.

Donc, par passage a la limite dans (4.3) et en effectuant
des intégrations par parties dans les troisiéme et quatriéme
termes du second membre, on aura :

. ;g

_511—m>0 Qr( j % IQT B Zx;gle‘; _[ O(x)-
1 ob,, oF

5 X[ e fsoae |- [

A of [l oaz)

Zjbm

\p\ lgl<m”

{1y s |- [ sz |
(4.6)

On estime le second membre de (4.6) en utilisant les
inégalités (1.6), (1.8), (1.9); on obtient alors

B A,
e——07Yr ‘a‘<m 0
2
L2 3| [j;me:)d:j +22 3 [ sz
‘“‘<m Or \a\<m 0

2 2
[, (@(x) > _ij 2 %jg (A -4 )( [y 9(§)d§) .
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Mais par hypothése on sait que :
~ 2
AT

O(x)— A - >0 et A(x)—A4, >0, Vxe2;

d’ou on déduit que 9 =0 et par conséquent ¥ =0. H
Alors du Lemme précédent découle immédiatement le

Théoréme 2.

Sous les mémes hypothéses que le Lemme 1,
I’ensemble image R (L) de I’opérateur L est dense dans F:
R(L)=F.
Preuve.

Puisque F est un espace de Hilbert, donc d’aprés le
Théoréme de Hanh-Banach, la densit¢ de R(L)dans F

équivaut a démontrer que R(L)L :{0}, c’est-a-dire qu’il
suffit de montrer que si f € F' tel que :
(u,f)F:O ,YueD(L) alors f=0.
puisque :

(Lu, /), :jOT(S‘lLu , S_lf)g VueD(L).
Donc, d’aprés le Lemme 1, la relation (4.8) donne alors

slf=0= f=0. m

4.8)

A 2T2

Notons par : Oy =4+

Les Théoremes 1 et 2 se résument au

Théoréme 3 (existence et unicité)
Sous les hypothéeses (HA), (HB), (HE) et si
1) A(x)> 4y, Vxe2;
2) O(x)>6,,Vxe2,
alors pour tout second membre [ € F, il existe une unique
solution forte du probléme (1.1)-(1.5).
Preuve.
L’unicité découle directement du Théoré¢me 1, plus

exactement de 1’inégalité (3.13). Par contre, I’existence est
garantie par le Théoréme 2 et le Corollaire 1.

V. APPENDICE A
Pour un ouvert borné 2de R”", de frontiére /I assez
réguliére (par exemple C 2m ), on prend
V=Hy(2) >H= I?(£2) (injection continue);

et considérons dans V la forme bilinéaire symétrique
définie par

m! 0%u 0%v
qui vérifie :
a) Il existe 7 >0 telle que
|a(u,v)| < 7o ||u||mg ||v||mg , Yu,ve Hy' (), (A.2)

), on note par

26

R m!
ou Yo = max — .
‘a‘=m al
b) De I’égalité élémentaire

(ﬂ’l+22+ +ﬂ'n)m: z

la|=m

ml e a2
a! 2

on déduit que

m! .o 2m
Y & =le™  vEeR"
a!
lo|=m
c’est-a-dire que la forme quadratique a(u,u) , associée a la
forme bilinéaire a(u,v) , est uniformément elliptique et de

plus, puisque a(.,.) est a coefficients constants, alors, en

vertu de I’inégalité de Garding [13], il existe une constante
C>0 telle que
a(u,u)= C"u"i o VueHy' (2). (A.3)

Sachant que ¥V — H donc, de a) et b), "opérateur 4
associé¢ a la forme bilinéaire symétrique a(u,v) est auto-

adjoint, régulierement accrétif, et il est donné formellement

par
m! 6“ _ m
[zax_“J_(_A) ’

de domaine de définition D(A) caractérisé par

(1"

A=
Z ox%

jal=m

ueD(A)=ueH) (2)n H™" (£2) (résultat de régularité).
Théoréme.

L’opérateur A associé a la forme bilinéaire symétrique
a(u,v) admet une racine carrée A2 =5 telle que

1) D(S)=V,

2)a(u,v) =(Su,Sv)n, Vu,veV.

De plus, cette racine carrée jouit des propriétés
suivantes :

Propriété P1: Sest auto-adjoint et que pour tout
opérateur B e L (H) tel que AB=BA alors SB=BS.

Propriété P2 : N existe, et est borné et de plus,
d’aprés les inégalités (A.2), (A.3),ona

C“S‘1 f“z <|/E, <7 “s—‘ f“z VfeH
m, h Q=70 m, ’ ’

Pour la preuve du théoréme et plus de détails voir
[19,20] (Ch7. spectral theory of self-adjoint operators in
Hilbert space pp.218-271), [21] (Ch6. sur la décomposition
spectrale des opérateurs auto-adjoint non bornés) et ainsi
que [22-26].

VI. APPENDICE B

Prenons comme dual formel de I’opérateur L 1’opérateur

noté L défini formellement par
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3 -~
L*vE—a—;+A(t)a—u—(B(t)—A(t))v—/i(x)v: f sur Op;
ot ot (B.1)
v(0,x)=0 sur 2; (B.2)
wWT,x)=0 sur Q; (B.3)
2
M—Tz’x)=0 sur £2; (B.4)
ot
J
a—v.=0,OSjSm—1,sur2(6) (B.5)

ov’

de domaine de définition D(L") donné par

ok,
%otk

53\/ 2
x veE/l—¢el ,
()=l EE T <@
v vérifie (B-2)—(B-5)
De la définition de L", on sait que pour tout u e D(L)et
tout ve D(L")
Lu, =(u,L*
(Luv) o= (u V)Q

Proposition.
L’opérateur L, défini ci-dessus, est fermable.

Avant de démontrer cette proposition, montrons d’abord
un résultat de densité, qu’on utilisera par la suite.

Lemme.
D(Qy ) est dense dans F.

Preuve.
D’apres I’inégalité (A.3), on sait qu’il existe C > 0 telle
que

2
[s7A, <A e,
d’ou

T
=] <c W, wreop. @6
0

c’est-a-dire que ? (Or) s’injecte continiiment dans .
D’autre part, puisque D(Qr)est dense dans ? (Or)et
d’aprés (B.6), D(Qr)serait dense dans I? (Or) pour la
topologie induite de F; mais par hypothése, I’ (Or) est
dense dans F, alors D(Qy ) serait dense aussi dans F.
Démonstration de la proposition
Soit {un } une suite de D(L) telle que

{ . u, >0 dans E
e

Lu, —»y dans F
Montrons que y =0.

0 . .
© on note par : 6_ la dérivée relative a la normale v a la surface
%

latérale X du cylindre QOr .

e} (Or).|of<2m k=01,

27

Soit @ € D(Qy) ; alors

= lim
n—»+o0

(r9)p= lim (Luy.p);. (57'Lu570) o, B7

T
Mais, puisque pour tout n€ N ,on a
(S_lLun,S_lq)) = (Lun,S_zgo)
Or
car S est auto-adjoint.

(B.8)

Or

Notons aussi que, pour @eD(0Or), S2peD(L),
alors le second membre de (B.8) devient

-2 _ * o2
(Lun,S (D)Qr —(un,L S (o)
Alors de (B.7), on aura
. * o—2 _ .
(J/#’)F nl_l)rilw(unal- S ¢)QT _07 v(”ED(QT)a

Ainsi, et en vertu du lemme précédent, y =0 (c’est-a-

T

dire que L est fermable) .
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