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Résume

Dans cet article, on étudie le probleme de clas-
sification par feed-back des systemes quadratiques

de R". a m entrées. On montre le lien entre les

feed-back invariants et les singularités de

I’application entrée-sortie. Des formes canoniques
sont calculées dans le cas ou n=3 et m=2.

Les autres cas sont étudies dans [7].

1 - Introduction '

Un systéme quadratique de R™ est un systéme de la
forme : '
x()= Q(x(t)) + Bu(t) (1)

Ou x € R™, ue R™, Q est une application de R™ dans

R" dont chaque composante est une forme quadratique et

B est une matrice n x m, constante.
On retrouve de tels systemes dans les problémes de



contrfle de certains systémes mécaniques et réacteurs
chimiques. Notre étude a €ét€ motivée par deux raisons
principales. En premier lieu, le probléme de contrdle
d attitude d’un satellite rigide, gouverné par des ré-
trofusées, ou les équations décrivant le systéme s’écrivent
dans un repére mobile par :

g () = S(0 (1)) gt) (2)
o) =Q(®W (1)) + Bu(®)  (3)

Ou g e SO(3) décrit 1a position (ou attitude) du satel-
e, le vecteur M =(01. 2. @3 € R3 est le vecteur vi-
tesse angulaire et B est une matrice 3 x m, constante, déc-
rivant la position des rétrofusées.

Q(M) = (a1 M2 M3, a2 W1 3, a3 WIW2). a1.a3 > 0,
a2< 0 et S = (Sy)) est 1a matrice antisymétrique telle que :
Sii =0, -S12 = §21 = M3, S13 =-S31 = @2, -S23 = S32 = M1.

LLa deuxiéme raison est : les travaux de J. Baillieul [1]
et [2] nous ont laissé supposer que 1'on peut généraliser
certaines propriétés des systemes linéaires, a des
systemes de 1a forme (3) du fait qu’'elles ne sont pas dues
a leur structure linéaire mais a leur homogénéités.

Dans [3], nous avons résolu le probléme de réalisation
minimale pour le systéme (1), initialisé par x(0) = 0, ob-
serv€ par une fonction d’obscrvation linéaire. Ceci en
généralisant 1a théorie de la réalisation minimale pour les
systemes linéaires, a toute une famille de systémes poly-
nomiaux homogenes.

Dans cet article, on ¢étudie le probléme de classifica-
tion des systémes quadratiques, C = {(Q.B)}.

Deux systemes quadratiques (Q , B) et Q'.B’) d¢ R
sont dits i1somorphes s’il existe P € Gd = GL(n,R) tel
que :
Q. =P B =P (4)

OuP*Q=PL.QoP, P*B=P' B.

Deux systémes quadratiques (Q, B) et (Q’, B") de R"
sont dits feed-back équivalents s’il existe P € GL(n,R) et
un feed-back u = 0U(x) +[3.u’, ou O est une application de
R™ dans R™ dont chaque composante est une forme
quadratique et B € GL(m,R), tels que :
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Q=P (Q+B.ayo P ; B =PLB.B (5

Cette action, induit sur les triplets (P, O,[3) une struc-
ture de groupe de Lie notée Gf dont la multiplication est
donnée par :

(P2, 02,32). (P1, 0u1,31) -
=(P1, P2, o + Brozo P, Bi.B2) (6)

Cela revient a classifier les systémes quadratiqucs par
rapport a tous les difféomorphismes et tous les feed-back
qui préservent la structure quadratique.

Rappelons 1la méthodologie utilisée pour résoudre le
probléme de feed-back équivalence pour les systémes li-
néaires.

Dans une premiere €tape, on les classifie par rapport a
des changements de coordonnées linéaires [10]. Dans
une seconde €tape, on résoud le probléme d’équivalence
(locale) par feed-back d’un systéme non linéaire avec un
systeme lin€aire [6].

On se propose d’appliquer l1a méme démarche pour
les systemes quadratiques. L’objet de cet article étant
d'Ctudier pour les systémes quadratiques le probléme de
Gt-classification qui correspond a la premiére étape du
cas linéaire. _

En théorie des invariants [9], étudier un probléme de
classification consiste a résoudre les trois problémes sui-
vants :

(1) Calcul des invariants

(1) Donner des formes canoniques

(111) Etudier la structure de 1’espace des orbites.

I est évident que les problémes (i) et (ii) sont liés, les
invariants étant par définition les fonctions définies sur C
qui se projettent sur 1’espace quotient. Le point (iii) re-
vient a €tudier les trajectoires singulieres.

Le feed-back classification pour les systémes quad-
ratiques n’a rien de commun avec la classification par
feed-back des systemes linéaires. Au contraire, ¢’est un
probléme suffisamment général pour étudier le probléme
de classification par feed-back pour les syst¢emes non li-
ne€aires geénéraux. Par ailleurs, on montre que ce
probléme est li€ a une classification linéaire d’une paire
de tenseurs. Cette relation permet de calculer des in-
variants par feed-back.

Vu le manque de place, nous n’allons pas développer
1"aspect théorique du probléeme de feed-back équivalence
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pour les systémes quadratiques qui est détaillé dans [7]
mais se contenter de 1'esquisser bricvement dans le pa-
ragraphe suivant.

~ 2 - Le probléme de feed-back
- équivalence dans C = {(0, B)}

2.1 - Definitions

Lott E. F deux egpaces vectoriels réels et G un groupe
de Lie agissant lin€airement sur E et F. Soit ¢ un ca-
ractére homomorphisme de¢ G dans R-{0}. Un semi-
invariant pour 1’action de G sur E, de poids ¢ est une ap-
plication1: E ----> R telle que V g€ G, V x€ E,

I(g.x) = c(g).1(x). Si ¢ = 1, on dit que 1 est un invariant.

Un semi-covariant pour les actions de G sur E et { de
- poids ¢ est une application
1: E--->F, telle que : Vge G, V x€ E,

1(g.x) = c(g).g.1(x).
C’est un covariant si ¢ = 1.

Introduisons maintenant le concept de trajectoire sin-

gulicre qui est nécessaire a la compréhension du

probléme de feed-back €quivalence. Soit un systéme de
R", décrit par :

x(t) = f(x(H).u(t)), (7)
Ot f est une application C! de R™ x R™ dans R™.

La classe des contrfles admissibles, U. est 1’ensemble

des applications mesurables bornées de [0, T] dans R
Munissons cet ensemble de 1a norme La, c’est a dire -

stu €U, llu Il = sup lu(t) | t € [0.T]. Soit uo un contrdle
défini sur [0,T] et notons X(t,xo,u0) la réponse de
I"€quation (7) telle que x(0) = xo.

Supposons que 1a trajectoire x(t,Xo,uo) est définie sur
10, T] Fixons xo€ R" et T>0. L’ application entrée-sortie

EX L est 1° application : u(.) ---> x(T,xo,uo0). Elle est bien
définie sur un voisinage V de uo.

2.3 - Proposition
Soit p e R" différent de 0 et notons H 1 application de

R x R - {0} x R™ dans R définie par .
Hx.pib)=<pa Kawudy coska « _ (8)

Alors, 1a trajectoire x(t,xo,u), notée x(t), est singuliere
sur{0,T] si et seulement si 1l existe p(t)e R™ différent de O
tel que les équations suivantes sont satisfaites pour pres-
que tout t €[0,T}.

oH
X(1) = — (x(0),p(0),u(t)). (9
P
o ..
p(t) = — (x(O),p()\u()). (10
X
oH
(x(t).p(t).u(t)) =0 (1)
Ju

2.4 - Définitions et notations

Une solution (x,p) de (9), (10), (11) s’appelle une ex-
trémale et le contrOle associé est dit extrémal. La fonc-

tion H s appelle le Hamiltonien et le vecteur p est e vec-
teur adjoint.

Le crochet de Lie de deux champs de vecteurs de R",
Z1, 22, €tant calculé avec la convention :

072 0Z.1 .
1Z1,22](X) = e (X).Z1(X) - (%) Z2(%),.: {12):.
0).¢ )

Dé€signons par bi,i=1, ...
Notons A 1'ensembile :
{(x.p) € R" x R" tel fque. spbien s 0. Vis 1, o Bl

A s “appelle la surface de commutation et soit A1 le sous-
ensemble de A défini par

1(X.p), <p.bi>=<p, [Q.bi](x)>=0,Vi=1,.. m}.

., M, les colonnes de B.

Notons L(x,p) 1a matrice mx1, (L), ou Li =<,

[Q.[Q.bi]](x) > et O(x.p) la matrice symétrique mxm,
(0ij), ou Oij =<p, [bj, [Q,bi]] >

Désignons par S le sous-ensemble de R*™, tel que det
0(x p)=0etS1=Ar m S. Soit 0 1'application définie sur

2 par u(x,p) =-0 lx, D). LR, p) et posons :

H = <p,Q+B.0>.

Soit (Q,B) un systéme quadratique. Une extrémale



d’ordre minimale est une extrémale contenue dans
A1/ S1.

2.5 - Proposition

Les extrémales d’ordre minimal, x(t), p(t), t €[0,T]
sont les solutions de |

oH oH
X(D) = mmmem D)= ——, (X.p)E21/S1; (13).
op dp

2.6 - Définitions

Notons Cm 1’ensemble des syst€mes quadratiques sur
Rn, 2 m entrées, identifié avec ’e.y. RMM1 N+1)/2 X Rm'n.

Soit C'» le sous-ensemble de Cm tel que : rang (B) = m et
1a restriction de O 4 A1 n’est pas identiquement nulle.
Soit XH le chamP de vecteurs sur A1/S défini par (13).

Notons B 1a distribution plate de R™ associée 2 B, ¢’est 2
dire 1'application ; x =~ {bi,....,.bm}e.v.

Soit A I’application définie sur C™ par :

(Q, B) ---> (Xu, B) et C I'image de C"m par A

Définissons 1’action du groupe feed-back Gf sur
(Xu,B). Soit P eGL(n,R), relevons P en un changement
de coordonnées symplectique, sur R*". défini par :

(y,q) € RZH -==> (X,p) ERm, oux=Py, p= q‘.p'I
(p et q sont des vecteurs lignes).

Observons que X est la restriction 2 A1/S1 d’une
équation  différentielle Hamiltonienne sur R de

I’Hamiltonien H.

L’action de P sur H est définie par : P.H=Ho P!

Par ailleurs P agit sur la distribution B parla ragle :_

B--->PB={P!'Bjev.

Soit (I»,x,[3) un feed-back, définissons son action sur
EC par: (In,& B).(Xu,B) = (XuB).

Puisque Gf est engendrée par des éléments de 1a forme
(P,O,Im) et (In,x,3) I’action de G sur C est bien définie.

L action de (P.x,[3) est réduite 2 un changement li-
ncaire de coordonnée induit par P sur la paire de tenseurs

(Xu,B).
2.7 - Théoréme

Le diagramme suivant est commutatif -

EI] d’autres termes, A, est un covariant pour les actions

respectives de Gf sur C"» et C.

2.8 - Définitions

Soit Gd® le sous-groupe de Gd = GL(n,R) défini par :
Pe Gd® il existe B € GL(mR) tel que PB = BR. En
d’aurtres termes, P laisse 1a distribution B invariante.

Deux systémes (Q, B) et (Q’, B*) sont dits B-reliés si :

R _ -
(ii) 3P€ Ga” tel que Q" =P * Q(mod B), i.e,
VxeR", (Q' -P*Q)x)eB.

2.9 - Théoreme,

Les assertions suivantes sont équivalentes
(1) (Q,B) et (Q’,B’) sont feed-back ¢quivalents
(1) Il existe P € GL(n,R) tel que :

aiPi =B

b) (P*Q, P*B) et (Q’, B’) sont B’-reliés.

2.10 - Conclusion

Nous avons maintenant les outils théoriques pour étu-
dier le probléme de feed-back ¢quivalence pour les
systemes quadratiques.

Le théoréme 2.7 permet de calculer des fced-back in-
variants comme des invariants pour la classification li-
ncaire du champ de vecteurs Xu. C’est un probléme clas-

sique de classification de tenseurs et on peut utiliser tous
les algorithmes existants [6].

Le théoréme 2.9permet de calculer des formes canoni-
ques,c est un probléme de représentation du groupe Gd'.
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3 - Formes canoniques

Soit le systéme quadratique de R™ (Q.B), 2 m entrées
et supposons que le rang de B est n-1. Dans ce para-
graphe, par manque de place, nous allons €tudier le
probléme de feed-back classification de ces systémes uni-
quement dans le casoun = Jetm = 2, pour les autres cas
voir [7]. |

Soit dong I¢ systéme -k

vi(t) = Q(v(1)) + ui.b1 + u2.bz (14)

OuveR’ b, beR’ indépendants.

Introduisons 1’espace vectoriel : .

L = {ve R’ det(bi,bz, [Q.bi](V)) = 0}

D’aprés 2.4, les trajectoires
entiérement contenues dans L.

1=1,2

singulieéres  sont

Formes canoniques + invariant alg

9120

ayd =0
(1Yd1 = O
a1) Q1 = X~ 4 8.(}’2 + z°).
(€ =signe de an.d = x1)

Orbites ouvertes

(1)d1 <O

az) Q1 =x2+y2 7

Désignons Ipar (x,y,z) les coordonnées de v et notons :
Q) =v.Av, ol A =(ai); i,j = 1,.2,3, d =det(A),
dk = det(Ak) ou Ak = (ajj) avec 1, ] > k.

3.1 - Proposition

(Q, b1, b2) est équivalent A (Q’. b'1, b’2). avec :

Q' =0Q'1,0,0),b1=(0,1,0),b2=(0,0, ) ou Q’1 a
I'une des formes normales présentées dans le tableau sui-
vant.

L¢s scmi-invariants alglbriques pour Pactiva Jdu
groupe Gd~ suivants caractérisent entierement les orbites
du systéme :

dyddiair TetN=ou#de.

b) Signe de di, (ai1.d) et (ai1.dz).

Interprétation Géométrique

Casou dim(L ~.B) =0
DimL=1,R°=LeB
Flot singulier (surL) : ———2— @ S

Statut d’optimalité des trajectoires singuliéres

(probleme du temps minimal) :

a1) € = -1, +1 < rapide, lente (resp.).
a2) = localement controlable.

| |

R)d =0

1di1 >0

b1) Q1 = y* + Z?
() di1<0

b2) Q= y2 - zz._

di=0etT+0
(1) N=0

e rExy

DmL=1,R’=L®B

Flot singulier (sur L) :

——0—0 >

0
Pour b2)

chaque trajectoire est localement contrdlable

Cas dégénérés avec dim (L . B) =1
Bl =1.8B>1.

FIot singulier : y'=u1,x'=2' = 0.

GREN: = D tiio , .

Sianuz 0 diQ1=x*+ €.22
(€ = signe de ai1.d2 = +1)
1afi =0 d2YQ'r'=22¢+=90

DimL=2R°=1.+B

Flot singulier : X' = e.x% y' = u1, z' = 0.
Orbites séparées par :

Nature du f16t singulier

et statut d optimalité pour les 2 orbites di1).

Cas dégénérés avec dim (L. . B) =2

Denl.=2d.=8B)
Flot singulier : X' =0, y' =u1,z = w

(D N=z0

el =%y

(N =0

Sitaunz0 f1)Q’1 = x?
san=u . 1)1 =0

DimL =3 (L=1R?
Fl6t singulier : f1) x' = x%, y' = u1, z' = w
12) X' =0.y =818 =u2.
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Preuve Voir [7]
3.2 - Commentaires

Génériquement L est de dimension 1. C’est précisé-
ment cette direction singuliére qui est choisie pour com-
plcter B et former une base pour notre forme canonique.

Le 110t singulier sur L n’est pas assez riche pour sépar-
er les orbites. Les autres invariants sont associés au statut
d’optimalité des trajectoires singuliéres pour le probléme
du temps minimal.

Les cas non faiblement contrélable correspond a 1a sit-
uation ou la dimension de 1'algébre de Lie engendrée par

{Q, b1, b2}, évaluée en 0 est 2 voir [7] pour les détails
complémentaires. ~

3.3 - Exemple

Consigerons 1€ probleme de controle de la vitesse an-

gulaire d'un satellite rigide, gouvemé par deux couples
ﬂﬁ' ICITOTUSEES.
La gystdme g’dcrit, aprds un changement de co-

ordonnées -

x'=yz+ubi! +uzbal.
YSXZ uLb® + ua b’
Z =X.y+ ur.br’ + u2.b2’.

Le systeme est faiblement contr6lable si et seulement
st {b1,b2}e.v. est différent des plans : x = £ z (voir [7)).
Dans ce cas, les calculs montrent que selon le choix de

{b1,b2} les seules formes canoniques possibles sont les

suivantes

Erfans 3
2 =X 4y -7 bu Q—y—z2 s

qui correspondent toutes les deux 2 des Systémes
controOles.

4 - Conclusion

Nous avons donc résolu le probléme de calcul des
formes canoniques génériques, dansle casm =n - 1.

Les autres cas sont étudiés dans [7]. On note que les
casoul <m<n- 1, sont plus compliqués et on est con-

fronté a des problémes de recherche de solutions réelles
d’une famille d’équations algébriques.
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