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Historique de l'article : Dans cet article, on étudie le comportement dynamique du rail sous charges inclinées.
Le rail est modélisé comme une poutre courbée sous charges latérales. Lorsqu'un train
amorce un virage, deux sources conduisent a ces forces latérales qui ont été rarement
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de la barre d'attelage (due les forces centrifuges) et des forces qui se développent en

raison de l'interaction dynamique du véhicule et du rail. Le rail est modélisé comme une
poutre infinie selon la théorie d'Euler-Bernoulli. L’utilisation d’une section élémentaire
courbée permet d'établir les sollicitations qui agissent sur la poutre, et d’écrire 1’équation

Vibration différentielle du systéme. L’utilisation de la méthode des résidus permet de déterminer

la fonction de Green associée a 1’équation différentielle régissant le comportement

vibratoire du systéme rail de la poutre libre.
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ABSTRACT

Fonction de Green

In this article, we study the dynamic behavior of the rail under inclined loads. The rail is
Keywords : modeled as a curved beam under lateral loads. When a train enters a curve, two sources
lead to these lateral forces that have rarely been studied by previous researchers: the

Vibration

forces of action of the train result from the forces of the drawbar (due to centrifugal
Euler-Bernoulli forces) and forces that develop due to the dynamic interaction of the vehicle and the rail.
Curved beam The rail is modeled as an infinite beam according to the Euler-Bernoulli theory. The use

of a curved elementary section, allows to establish the solicitations that act the beam,
and to write the differential equation of the system. The use of the residue theorem
allows determining the Green function associated with the differential equation
governing the vibration behavior of the rail system of the free beam.
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1 Introduction

Dans les tracés ferroviaires, les limitations de vitesse sont déterminées par la circulation en courbe du véhicule. Les
grandes vitesses imposent des contraintes géométriques au tracé des voies. En raison de l'augmentation de 1'effet centrifuge
avec la vitesse, les véhicules exercent sur la voie des efforts latéraux qui peuvent présenter un danger au-dela d’une certaine
vitesse (déplacement ou dégradation de la voie, ou déraillement du véhicule). De ce fait, La voie doit présenter des qualités
géométriques et mécaniques trés élevées.

Les trains de grandes vitesses nécessitent une infrastructure particuliere avec des virages de trés grand rayon de
courbure car le rail extérieur ne peut étre que faiblement relevé (inclinaison du plan des rails par rapport a 'horizontale).
Les forces d'interaction grandissent en raison de la cinématique des roues et du déséquilibre entre les forces
gravitationnelles et centrifuges. L’analyse des vibrations de poutres courbées a été largement étudiée par de nombreux
chercheurs, en raison de son importance dans de nombreuses applications pratiques.

La recherche dans ce domaine remonte a la fin du dix-huitiéme siécle [1-2]. L'effet de la déformation a d'abord été pris
en compte par Timoshenko pour une poutre I symétrique dans deux plans perpendiculaires I'un a l'autre en 1905 [3]. Une
théorie compléte des poutres générales a paroi mince a été déterminée par Vlasov [4], dans lequel les sections transversales
sont capables a se déformer de maniére non uniforme le long de 1'axe de la poutre.

Beaucoup de chercheurs Markus et al. [5], Laura et al. [6], Chidamparam et al. [7], et Auciello et al. [8] ont étudié le
comportement dynamique d'une voie courbée. Cet ¢élément de courbure est considéré comme un élément fini avec des
conditions aux limites connus. L'analyse de vibration libres des poutres courbés a été largement étudiée par de nombreux
chercheurs Den Hartog [9] a appliqué la méthode de Rayleigh-Ritz sur des arcs circulaires pour déterminer les fréquences
naturelles. Kang et al. [10], ont présenté une étude concise sur la vibration couplée des poutres courbées, soit pour poutres
libres ou chargées. Kang et al. [11] analyse le comportement de la poutre courbe en vibration libre basé sur la propagation
d'onde pour en déduire les fréquences naturelles. Des discontinuités ayant des caractéristiques connues permettent
d'analyser les vitesses de réflexion des ondes pour évaluer les champs proches. Kawakami et al. [12] ont étudiés l'analyse a
la fois pour les vibrations libres en plan et en dehors du plan de poutres courbées avec des formes arbitraires et des sections
transversales variables, en se basant sur la transformation de 1'équation différentielle en équation intégrale en se basant sur
une solution approximative de l'intégrale.

Une variété d'éléments a été présentée pour l'analyse dynamique des arcs circulaires et des poutres courbées modélisées
comme poutres d’Euler parmi lesquels sont ceux des références [13,14]. Les équations du mouvement et des solutions de
vibrations libres sont présentées d'abord ils ont utilisés une théorie simple [14]. Ensuite, les effets de I'inertie rotationnelle
et de la déformation en cisaillement sont pris en compte [13].

Récemment, Shahba et al. [15] et Rajasekaran [16] étudient la vibration des poutres courbées a rayon variable en
utilisant la méthode des éléments finis avec de nouvelles fonctions de forme. Wu, Lin, and Shaw [17] ont étudié la
vibration en plan d'une poutre courbée avec divers éléments concentrés. Plus récemment, les études sur la théorie « poutre
courbée » ont été appliquées a différentes applications, telles que les poutres composites courbées a rayon variable
rapportées par Luu, Kim et Lee [18] et Ye et al. [19], les poutres minces rapportées par Sadeghpour et al [20].

La fonction de Green [21, 22], constitue une méthode assez générale de résolution des équations différentielles et est
un moyen systématique de trouver précisément la solution particuliére d’une équation différentielle.

Les méthodes approximatives sont des outils trés utiles pour étudier les vibrations des poutres, telles que la matrice de
rigidit¢ dynamique, la superposition de modes et les méthodes de transformation différentielle. La méthode des fonctions
de Green est plus efficace que ces méthodes, et méme plus efficace que les méthodes de la série [23], car elle fournit des
solutions exactes dans des formes fermées. Ceci est notamment essentiel pour calculer les contraintes dynamiques et
déterminer la réponse dynamique des poutres.

Dans ce papier, nous nous intéressons a la détermination analytique de la fonction de Green associée a 1’équation
différentielle linéaire d’ordre 6 régissant le comportement vibratoire d’une poutre rail courbée et isolée. On utilise la
méthode des résidus pour évaluer la fonction de Green, cette derniére est basée sur le transformé de fourrier, premi¢rement
un transformé temporaire de 1’équation différentielle, deuxiémement spatiale, et en fin un transformé de fourrier spatiale
inverse.
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2 Equation différentielle du mouvement

Nous considérons une poutre courbée sur un rayon R et d’angle 6, d’'une masse linéique m, , et d’une raideur de flexion
EI soumise a un chargement latérale P(8,t) perpendiculaire a I’axe neutre de la poutre, ce chargement est spatio-temporel,
et la réponse en terme de déplacement latérales w(@,7) est une fonction de ces mémes variables, comme indiquer dans la

figurel :

Fig. 1 — élément d’une poutre courbée

L’équation différentielle qui régit le comportement d'une poutre courbée sous charge latérale est déterminée (Annexe
A) si I’on considere I’équilibre des forces et des moments qui agissent sur le segment élémentaire représenté a la figure 1 :

o o'w & AR 8 & R* &’
1:}4—2 Vr+ v:+p d w)—— 127:0 (1)
00 00" 00 EI ot
Ou:
w : Le déplacement latéral.

p : La masse volumique de la poutre

A : La section transversale de la poutre.

Pour ’analyse des vibrations en fonction de la fréquence. On effectue une transformée de Fourier par rapport au temps.
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Pour la vibration libre le déplacement latéral s’écrit :

o 0 A 0 Viva 0 Niva __AWs Vi3
1/3) " /3y 1/6) 1/6) " 1/6) " 1/6) "
W(0,0)=C e " +C ety e 2 1 e wCe P Lo e (4)

3 Calcul la fonction de Green

La transformé de Fourier spatiale de 1’équation (2), donne :

_ 4.2 -ifyu
(u + 2"~ KR + KRG, 6) + = —=0 (5)
Donc :
_ R4#Ze—i90y
G(u,6))=- 6
(#:60) EI(—u® +2u* — 1 + k) R 1> + k) RY) ©)
Pour trouver la fonction de Green, on réalise une transformée de Fourier inverse de 1’équation (6) :
R luzefi,l(yfao)
G(0.6,) =—- d 7
©.8) 27rE1;[O(—/¢6 +2ut — 1 vk R 1P + K RY) a @
Il est impératif d’appliquer le théoréme de résidu pour calculer I’intégrale :
+0 2 ,-it(0-6y)
,[ 6 4 ’u 2 4p4 2 4 p4 d'u (8)
S A20 -+ R R + kR
La formule : —u®+2ut — 1+ kR + k) R ©)
Est de la forme : (u—a)u+a)u—-b)(u+b)(u—c)u+c) (10)

Ou: a, b, c, sont des solutions de 1’équation (9) :
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_\/g%(m)

-

- i—ﬁ%(m (12)

c=% m

—_— (13)
\/E%Wﬁ)
Pour trouver I’intégrale dans (8), il faut trouver les résidus des : a, b, ¢ :
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Lerésidudeb :
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On injecte les valeurs de a, b, et ¢ dans cette équation, on trouve la fonction de Green :
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Pour valider notre démarche nous traitons un exemple d’une poutre-rail, ses paramétres physiques sont :

Table 1 - Les paramétres physiques du rail

RAIL TYPE 60 KG UIC - E 1 (NORME DIN 5901)

Hauteur 172 mm
Patin 150 mm
Boudin 72 mm
Masse linéique 60,21 kg/m
Moment d’inertie Ix 3055 cm*
Module d’inertie Iy 512 cm*
Section 76,86 cm?
Masse volumique 7870 kg/m3

L’évolution de réceptance G(x,,x,) en fonction de la fréquence est donnée dans la figure 2.
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Fig. 2 - Fonction de Green en fonction de la fréquence pour R=Im.

L’évolution de réceptance G(x,x,) module et phase en fonction de (x—x,) pour la fréquence S00Hz et un rayon de 100m

est donnée dans la figure 3 et la figure 4. L’effet de champ proche se fait sentir aux points de courbure et au voisinage de la
courbe. Au-dela (dés 400 metre de distance du point d’excitation) I’amplitude de la vibration reste constante.
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Fig. 3 — Fonction de Green (Module) en fonction de (x-xo), pour la fréequence 500Hz, et un rayon de 100m.
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Fig. 4 - Fonction de Green (Phase) en fonction de (x-xo), pour la fréquence 500Hz, et un rayon de 100m.
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L’évolution de réceptance G(x,x,) module et phase en fonction de (x—x,) pour des rayons de 500 m, 1000 m, et 2000 m

en fonction d’une fréquence de 500 Hz sont données dans les figures 5, 6, et 7 respectivement.
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Fig. 5 — Fonction de Green (Module et Phase) en fonction de (x-xq), pour la fréquence 500Hz, et un rayon de 500m.
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Fig. 6 — Fonction de Green (Module et Phase) en fonction de (x-xy), pour la fréquence 500Hz, et un rayon de 1000m.
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Fig. 7— Fonction de Green (Module et Phase) en fonction de (x-xo), pour la fréquence 500Hz, et un rayon de 2000m.
4 Conclusion

Les vitesses ainsi que les tonnages des trains sont en nette croissance et les forces générées par le mouvement des trains
deviennent plus complexes a maitriser dans le tracé curviligne. C’est dans ce contexte que notre étude s’inscrit dans la
détermination de la fonction de Green lors de la circulation du train dans un trongon courbé sous l'effet des forces latérales,
qui sont dues a ’effet des forces centrifuges. Dans ce papier, la poutre rail est modélisée par une poutre Euler infinie
courbée (cas des rails de chemin de fer), nous présentons une nouvelle approche pour la détermination de la fonction de
Green qui décrit convenablement la physique du probléme. Une transformée temporaire de I'équation différentielle est
réalisée dans un premier temps, une deuxiéme transformée est obtenue par rapport & la variable spatiale. La fonction de
Green est alors déterminée par 1'évaluation de la transformée inverse aprés application du théoréme des résidus. Une
analyse paramétrique montre une amplification du module de la fonction de Green fonction de I'évolution du rayon de
courbure.
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Annexe A. Equation différentielle régissant le comportement vibratoire latéral d’une poutre courbée isolée chargée
latéralement

Equation différentielle linéaire pour une poutre isolée courbée :

ds =(R+2z)d0 (A.1)
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Avant déformation :

Apres déformation :

0 =0+—- (=.—
R R+y R 06
1 Ou 1 z&*w
ds'=(R+y-w)d0'=(R+y— do+ -
$ (R ymmdg= ey W){ R 00 R+zR692}

R 00 RO

r_ 2
6= ds ds _ 1 |:_W+(l+l)a_u_la_w:|:%|:_w+

ds R+y

D’aprés la loi de Hooke :

auyou_dw
00 R 00 06°

>}

(A.2)

(A3)

(Ad)

(A.5)

(A.6)

(A7)

L’effort de I’inertie répartie radiale et tangentielle pour la section élémentaire d’une poutre courbée donnés ci-dessous :

2
m R0 MO0 _ s rao
P

[2

o*u(0,1)

ot

Et m,RdO

Donc la somme des forces pour les directions u et w :

~N+(N+ Z—];[dé?) cos(dO)—(V + Z—Zd&) sin(d@) = p.A.RdO

V-P+(V +Z—Zd0) cos(d@) — (N +Z—];’d9) sin(d@) = p.A.RdO

Pour les petites angles de d@ : cos(d8) =1et sin(df) = d6O

Donc : N o

0

et —V+pRdAO+(V +Z—Zd¢9)—(N+%d9)d9 =p.A.RdO

*w(0,1)
s

~N+(N+—d0)—(V +—d0)d0 = p.ARdO
(N+=gd0) -V +=2d60)d0=p

p-ARdO
o*u(0,1)
ot

O*w(0,1)
or’

o*u(0,1)

ot

o’ w(6,1)
2

o*w(0,1)
or’

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)
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La somme des moments :

Ceciréduita:

(A.16) >

(A.14) >

(A.15) >

M-+ agy -+ aoyrao =0
00 00

ON 0*u
Dy par
00 P

oV 62w

aﬂ+RV 0
00

oM oV o _ 1 o*M
—+R—=0=>—=
06* 00 00 R 06*

ON 1 oM y 0*u

0 Roo " ar

1M 0’ w
——-N+pR=pAR—-
"R 0O p or*
ds=(R+z)d0=do= ds zé(Parce quez << R)
(R+z) R
ON 1oM 0Ou

Os R Os —p ?

oM N, Ow
o R PTG

Nous injectons les équations (A.6) et (A.7) dans les équations (A.18) et (A.19) :

Pour les petites quantités de € :

L’équation (A.22) nous donne :

(A23) >

(A25) >

(A23) >

EI &* ow. EA 0 o%u
o " o R g™ _)_p'A'R'aTZO
El & ow. EA Ou 0w
———WUu+—)——(-w+—)—p.AR. +p.R=0
oo g R TWrag) T hARG TR
ou EI & ow. EA o 0*u
S w. Ontrouve : — L N LA S i
v Ontrowve: s o Ut e R e ) oo o
1 aw w EA 0 0%u
WL oWy By ARZ ™ _p
00 09 TR og T T PARGS
2 4 2
El &*w o'w. EA o*w Y\ pR=0

B - p AR,
R 00 ae“) g WM p AR

84w o*w pAR4 o*w
06* aez £ of

o°w 64w+pAR4 d'w  R'Op
06° 86’4 El 000 EI 00

=0

(A.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A21)

(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

On additionne 1’équation (A.27) avec I’équation (A.28), on trouve I’équation différentielle régissant le comportement
vibratoire latéral d’une poutre courbée isolée chargée latéralement :

6 4 2 4 2 4 A2
6_v:+28vr+6v:+p.A.R (82_ _R_@]ZZO
00 00" 00 EI 00 EI 06

(A.29)
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