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Résume :

La théorie de crédibilité a pour objet le calcul de la prime d'assurance pour un
contrat faisant partie d'un portefeuille hétérogéne.

Les concepts utilisés en crédibilité bayesienne constituent la base des modéles
développés par Biihimann (1967,1969).

Dans ce travail, nous allons d'abord mettre en évidence la tarification a posteriori
de la prime selon Bayes. D'un point de vue théorique, cette prime ne pose aucun
probleme.

La prime bayesienne sera donc notée E[.(®)/S]. Son expression est obtenue par
un processus a deux étapes. On doit d’abord obtenir la fonction de densité a posteriori
de parameétre de risque, Soitu(«9/ X, K ,Xn), pour ensuite en évaluer I’espérance. Donc

cette prime peut étre exprimée comme une fonction linéaire des observationsS . On
obtient E[u(®)/S =s]=25+(1-2)E[u(®)] (z: coefficient de crédibilité et
1 = E[14(®)] : prime collective d’un portefeuille des contrats d’assurance).

1. Introduction

L'assurance est une opération par laquelle I'assureur s'engage a payer une prestation
en cas de réealisation d'un événement incertain prédéfini moyennant le paiement d'une
prime par l'assuré. Le mécanisme de l'assurance est basé sur la compensation des
risques qui peuvent menacer des biens ou des produits. Ainsi est-il est donc possible
de répartir la charge des dommages qui surviendront grace au versement par chacun
des assurés d'une contribution modérée. En recourant a des techniques appropriées de
prévision et de répartition des divers risques et en opérant sur un grand nombre de
contrats, une compagnie d'assurance doit estimer d'avance les charges qu'elle devra
supporter du fait des risques qu'elle garantit.

Un probleme primordial auquel les compagnies d'assurances sont confrontées, est
la détermination de la prime relative a un contrat d'assurance.

D'un point de vue théorique, cette prime ne pose aucun probleme. Mais
malheureusement, il y a des inconvénients du point de vue pratique (calcul explicite
de la prime). Jewell propose alors le modéle qu'on va étudier ici dont le but est de
remedier a ces problemes pratiques.
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Ces inconvénients majeurs a I'encontre de I'utilisation des primes pures a posteriori,
ont fait naitre le modele de crédibilité dont I'idée de base est de se restreindre a des
primes linéaires "appelées estimateur de crédibilité”. Une prime qui peut s'exprimer
comme une combinaison convexe entre deux expériences (une prime qui est fonction
a la fois de I'expérience et des caractéristiques individuelles de I'assuré et de celles de
I'ensemble du groupe)

P=zSi+(0-z)u

ou u=E(S)=E[u(®)] est la prime collective d'un portefeuille des contrats

d'assurance, ,u(@)) est la prime de risque et ® paramétre de risque. S;est le montant
moyen de sinistres de la iéme contrat, le coefficient z est appelé facteur de crédibilité.

Selon I'approche bayesienne, la détermination (plutdét le calcul) de la prime
nécessite la connaisance des distributions de u(@) (fonction de structure) et f(s/6)
(distribution des montants de sinistres conditionnelle au parametre de risque).
L'approximation de la prime de risque y(e) (0 : parametre de risque) sous cette
approche peut apres une seule année étre complexe, voir impossible a calculer
analytiqguement. Par conséquent, on cherche a obtenir une approximation linéaire de
() (fonction des observations)

Pour contourner le probleme de complexité de calcul de la prime bayesienne,
Bihlmann (1967,1969) propose des modeles qui reposent essentiellement sur une
approximation linéaire de la prime de risque.

2. Inférence bayesienne

2.1. La régle bayesienne

Soit (X,®)" un vecteur aléatoire a valeurs dans I'espace yxQ et soit p(x,8) sa
densité. Alors

7(0)= j p(x,0)x et q(x)= I p(x,0)d@ (2.1)

X

Sont les densités marginales de ® et X , respectivement. L'approche bayesienne
suppose que pendant I'expérience on n'observe que des réalisations de X , c'est-a-dire
on suppose que X est une variable observable appelée un échantillon. Par contre la
deuxieme composante ® est inconnue et non observée et est considérée comme un
parameétre. Supposons que la densité conditionnelle de X sachant la valeur de ® est
connue. Notons

_ p(x.0)
2(x16)= p;z(e) 2.2)

La densité conditionnelle de X sachant que ® =@, et soit

q(e/x)= % (2.3)
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La densité conditionnelle de ® sachant que X = x. Puisque
p(x,0)=z(x/6)7(6) (2.4)

de (2.1) — (2.4) on tire les formules de Bayes:

_z(x10)x0)  #(x10)x(0)
a(01x)= ax)  [z(xi0)(e)e @3)
et
2(x16)= 201X)K) __a(O/x)a(x) 2.6)

#0)  Ja(o/x)alx)x

La densité marginale ﬂ(e) de ® est appelée la densité a priori et la densité
conditionnelle q(¢9/x) de X =x est appelée la densité a posteriori.

L'inférence statistique sur ® dans l'optique de I'approche bayesienne est donnée en
utilisant la densité a posteriori q(@/x) basée sur I'échantillon X , puisque toute

information probabiliste sur@ est exprimée en termes deq(@/ X ). S'il est nécessaire
d'estimer la valeur U(#), ou @ est une réalisation non observée du paramétre
aléatoire ® , alors on utilise I'espérance conditionnelle E(U(®)/X) comme
I'estimateur ponctuel pourU (6).

2.2. Estimation ponctuelle

Supposons que pendant une expérience une réalisation de X est observée et la
réalisation correspondante de ® est inconnue. Il faut estimer la valeur 6 de la
réalisation non observée de ® . Soit

Un estimateur ponctuel de 6.
L'erreur systématique de ®” est

E(@ -0/X)=E(©"/X)-E@®©/X),

ou
E@/X =x)=[a(@/x)d0 et E@© /X =x)=0"(x)

Définition1: L'estimateur ©(X ) set sans biais si I'erreur systématique est & zéro,
c'est-a-dire, si
6(x)=E(@/X =x)

Il s'ensuit que I'estimateur sans biais est unique presque strement.
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Théorémel: L'estimateur sans biais ©(X )= E(©/X )= j&q(ﬁlx)dﬁ est le meilleur

Q
au sens de moindres carrés.

Définition2: ©(X ) est appelé I'estimateur bayesien.

3. Prime de risque et Prime collective

Une prime est un montant fixe percu par la compagnie, dans le but de compenser les
dépenses résultant de sinistres. Désignons par S la variable aléatoire représentant le
montant des sinistres au cours d’une année, par G(x) sa fonction de répartition. Si la

distribution de la variable S, pour chaque contrat, est parfaitement connue, il serait
facile de déterminer une prime proportionnelle pour chaque risque. Cependant cette
hypothése, en pratique, n’est jamais vérifiée.

Chaque risque peut étre repéré au moyen d’un parametre A (S, : montants de sinistre)
de fonction de répartitionG, (x). Le collective (ensemble de risque) peut ainsi étre
identifi¢ avec I’ensemble A des valeurs que peut prendre le paramétre 1.

Un principe de calcul des primes H est une régle qui permet d’associer a toute
fonction de répartition G(x) un nombre P

P =H[G(X)]

ou H est une fonctionnelle
Si G, (x) est la fonction de répartition correspondant a un risque particulier A, la
prime correspondante est appelée prime de risque (prime individuelle)

P(2)=H[G, (%]
Si G(x)est la fonction de répartition du collectif, nous parlons de prime collective
P=H[G(x)]
Pour étudier les rapports existants entre la prime de risque et la prime collective, il est
nécessaire de décrire la structure du collectif. Cette information nous est fournie par

une fonction de structure U (1) (indiquant la distribution de Aau sein de A). Si Aest
un parametre de risque reel (unidimensionnel), alors :

U(©) = P(1<6)

Nous avons par la théorie des probabilités totales, une relation entre la distribution
S des montants de sinistres dans le collectif et aux distributions S, par :

G(x) = J'Gl(x)dU(/%)
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Par le principe de I’espérance mathématique, la prime réclamée a I’assuré est égale a
I’espérance mathématique du risque augmentée d’un chargement de sécurité
proportionnel a cette espérance.

3.1. Prime de risque :
P(2)=(+a)u(2)

ol u(A)= J.XdGi (x)est I’espérance de S,
0

3.2. Prime collective :
P=@+a)u

ou u=E l[,u(l)]: I ,u(ﬂ,)dU(/I) est I’espérance mathématique prise par rapport a la
A

fonction de structureU (A1) .

4. Théorie de la crédibilité

Pour un portefeuille d'assurance hétérogene, les assurés ne sont pas tous égaux devant
le risque, certains présentant un profil plus dangereux que d'autres. Appliquer la
méme prime pour tous pourrait donc paraitre inéquitable ce qui induit une
surtarification de certains assurés. On peut diminuer I'hétérogénéité du portefeuille en
le divisant en sous portefeuille de risques homogeénes (sur base de caractéristiques,
telles que le sexe, I'dge, etc.). Les caractéristiques dans chaque sous portefeuille
n'expliquent pas parfaitement la dangerosité des assurés. Il est donc assez naturel
d'utiliser la sinistralité relative & un individu pour réévaluer le montant de sa prime.
Cette pratique releve de la théorie de la crédibilité.

L'idée fondamental de cette théorie peut se résumer comme suit: Supposons que, pour
une police particuliére, on ait observé, pour les n premiers périodes, les montants des
sinistres suivants: X, ,..., X, ; X, est le montant de sinistre généré par cette police

LAY
durant la iéme année d’observation. La pure observée est donc
X X, HA X,
n
Si ’assureur applique cette prime, quelle prime devrait étre payer par un assuré dont

le montant de sinistre est nul(x, =x, =A =x_ =0). Donc 1’assureur est confronté a

n

un probléme, soit qu’il exige une prime collective p,,, identique pour tous les assures

(mais pourrait mécontenter les «bons» assurés qui, s’estimant 1ésés), en plus
I’assureur n’a pas d’intérét d’appliquer la prime p, . Les actuaires ont alors songe a

réclamer une prime entre p et p,, :
Perea = 2Py + (1_ Z)pcoll

ou z est un facteur de crédibilité
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Remarque : ce facteur z mesure la crédibilité que I’on peut accorder a la prime p,, .

4.1. La crédibilité bayesienne
Considérons un portefeuille de contrats segmenté en k contrats (police)

a/ Cas d’un portefeuille homogene : ce cas n’est jamais rencontré en pratique,
I’homogénéité se traduit par le faite que toutes les contrats sont indépendantes et
identiques. C’est-a-dire, si on considere que S, est le montant annuel des sinistres de

la ieme contrat (i =1,...., k), alors les variables aléatoires S, sont indépendantes.

b/ Cas d’un portefeuille hétérogéne: ce cas est souvent rencontré en pratique,
I’hétérogénéité se traduit le fait que les risques des sinistres ne sont pas les mémes pour
toutes les contrats. (en assurance automobile par exemple, les assurés ne conduisent pas
de la méme fagon, ce qui explique bien que le risque d’accident est plus ou moins grand
selon les assurés).

4.2 La prime bayesienne

Supposons que, pour une police particuliére, on ait observé, pour les n premiers
périodes, les montants des sinistres suivants : S, = x,,...., S, =X,

Théoréme?2 :
La prime pure a posteriori (appelée aussi prime de Bayes) pour la période n+1 est
donnée par :(au sens de moindres carrés)

[T0 %o %) = E[(A) %% %,

4.3. Famille exponentielle et crédibilité exacte

La prime bayesienne E(u(®)/S) constitue la prime (au sens de moindres carrés) a charger a

un assuré compte tenu de I’expérience accumulée. Le calcul de la prime dans le cas ou les
distributions de S/®et ® sont connues, devient « plus ou moins facile ».

Exemple 1:(Bailey 1950)
SoitS/@ ~ (@), © ~ fetala, B).Alors :

O/S, =%,S, =Xy, Sy =X, ~ Bla+ Y X, f+N=D X,

On obtient la prime bayesienne suivante :

a+ )y X
E(ﬂ(®)/31 =X, S, =Xy, S, = xn) n Sy a+f a
a+p+n a+ﬂ+n a+f+na+p
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n (24
A = et E(u(0©))=
vee s a+p+n ot E((0) a+pf

Dans certains cas la forme de la prime peut apres une seule année étre complexe, voir
impossible a calculer analytiquement.

Exemple 2:

SoitS/@ ~ A(®), ® ~ U, .Alors

n-nS j bn§+j+2 _an§+j+2
-1 — —
Z_:( ) (h-nS—j)jt(nS +j+2)
= ons ) bn§+j+1 _ an§+j+1

= (h—nS—j)jl(nS + j+1)

La prime bayesienne est compliqué (non linéaire), de plus elle n’est pas nécessairement entre
I’expérience individuelle S et la prime collective u

4.4. Modeéle de Jewell
Définition 3: (conjuguée naturelle)

Soient u(@) et u(@/x,,A ,x,) les distributions a priori et a posteriori de © respectivement.
On dit que u(@) est la conjuguée naturelle de la fonction f(x/@) si u(@/x,,A ,x,)est du
méme type (avec de nouveau parametre) que sa distribution a priori.

Théoréme 3:
Soit f(x/<9) un membre de la famille exponentielle unidimensionnelle (Lehmann (1983)),
dont la densité peut s’écrire

p(x)e™*
fxig)=PXE __ y5o0 (4.1)
(x10) a(9)
Alors :
1/ La conjuguée naturelle de f(x/@) est :

glo) e
0= )

ol t, >0 et x, >0 seront définies dans la preuve qui suit et c(t,,x,) est un facteur de
normalisation dépendant des deux parameétrest,, X, .

2/ L’estimateur bayesien E[u(®)/S] est une fonction linéaire des observations et peut
s’écrire comme une prime de crédibilité

[0 %%, )= E[u(@)/ )= 2+ "5
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Avec 7z =
n+t,

Propositionl :
Soit 2% = E(V(X /®)), M? =V (u(®)). Alors :

. x>  E(V(X/0))
"ME o V(u(e))

4.5 Exemple de crédibilité bayesienne exacte :

Distributions conditionnelles
S/® discreétes

Distributions conditionnelles
S/® continues

f(s/0) Géométrique (0) Exponentielle (6)
o(1-0Y) oe*
u(®) ( Bé;a(a,ﬂ) Gamma(a, )
Na+p) poayg gyt B a po
e ( )‘9 (1 0) @6’ e
f(s) [(a+ B)(a+1)0(B +5) Pareto (a, 3)
ﬁdar()(a+ﬁ+s+ﬂ af”
(IB + S)a+l
(0/5,,5,,A ,s,) Béta(z, 3) Gamma|(a, )

- n
a=a+n f=F+)5,
=1

- n
a=a+n f=4+>5s,
=1

(6) 1-0 1
0 0
E(u(©)) B S
a-1 a-1
( (®)/S) B+.S; B+).S;
j=1 =1
a+n-1 a+n-1
z n n
n+a-1 n+a-1
t a-1 a-1
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5. La prime de crédibilité
5.1 Considération théoriques
5.1.1 Principe

La distinction entre prime de risque et prime collective est théorique. En effet, dans
beaucoup de cas (notamment en assurance automobile) le paramétre de risque n’est
pas parfaitement connu. D’aprés les statistiques réunies dans un ensemble de contrats,
on calcule une prime collective. Pour que la prime soit « la plus individuelle » et donc
la plus juste possible, le risque assuré doit étre cerné en le suivant au cours du temps.
La prime de crédibilité répond a ce besoin. C’est une approche séquentielle de la
prime de risque a partir de la prime collective.

Supposons que 1’on ait pu suivre un assuré pendant n périodes et que I’on se propose
de definir sa prime a la période n+1.

5.1.2 Estimateurs de crédibilité
Définition 4:

Soit X une variable aléatoire, 1’estimateur de crédibilité de la variable aléatoire X en
fonction des variables aléatoires X,,..., X, est défini comme étant le meilleur

estimateur linéaire de la forme :

ou ¢, sont des constantes i =0,1,...,n

Soient X,,..., X, des variables aléatoires dont les réalisations sont connues, et soit

X, une variable aléatoire inconnue & estimer en fonction des X,,..., X,

n+1

Proposition 2:

n
Un estimateur linéaire X, ., =¢, +ZciXi est estimateur de crédibilité de X ,,, si et
i=1

seulement si, il satisfait le systeme des équations normales suivants :

{E(X n+1): E(Xml)

n+l?

Cov(X .., X ;) =Cov(X,;, X;) Vj=L1..,n

n+1? n+1?

Proposition 3:

Soient X, , et ( X,,.., X, ) conditionnellement indépendantes par rapport a A .
Soit (A)=E(X,,,/A).
Si X, estimateur de crédibilité de X, dépendant linéairement de X, ..., X, , alors

A

X, ’est aussi de z(A)

n+1
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5.2 Modeéle de crédibilité de BUHLMANN

Considérons un portefeuille de contrats d’assurance hétérogéne. Chaque contrat du
portefeuille est caractérisé par un paramétre de risque A (inobservable). Soit X, étant

le montant des sinistres relatifs & un contrat durant la périodet, t =1,...,n

Hypothese :

H, : Les variables X, (t=1...,n) sont indépendantes et identiquement distribuées
conditionnellement au parameétre de risque A .

H, : u(A)=E(X,/A) Indépendante de t

H, : V(X,/A)=oc?(A) Indépendante de t

Notations :

al u(A)=E(X,/A) est la prime de risque individuelle. C’est la prime, qui devrait
étre utilisée si le paramétre de risque était connu.

b/ u=E(u(A))=E(E(X,/A))=E(X,) est une valeur moyenne? calculée sur le
portefeuille entier

¢/ M? =V (u(A)) est une mesure de dispersion des primes de risque individuelle.
C’est un indicateur de I’hétérogénéité du portefeuille.

d/ =% = E(O'Z(A)) est une mesure de la fluctuation due au hasard.

Théoréme4 :

Etant donné qu’on a observe les montants des sinistres pour les n premiers périodes,
alors la prime de crédibilité est :

n
H(Xp Xy yeeny Xn)= Co + zcixi
i=1

2 2
olc,=—nuetc, =——— Vi=1..n
°Tyr vz ' 3?2 1 nM?

On voit bien que [ J(x,,%,.....x,) est de la forme :

(1—a)y+a-%ixi
i=1

>? nM? _ A
Avec l-a=——— et a = ————, (a : facteur de crédibilite)
> +nM 27 +nM

2 La prime de risque collective est en fait une moyenne pondére des primes de risque individuelles. Elle est

indépendante du paramétre de risque A . Un nouveau contrat n’ayant pas de statistique de sinistre sera
chargé de cette prime moyenne
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5.3 Estimation des parametres structurels

5.3.1 Estimation de la moyenne u

Théoréme 5:

1/ Pour le contrat i :

.1 . . . \

o = —Z X, = X;, est I'estimateur conditionnellement sans biais de ,u(Ai) ou A; un
t=1

paramétre de risque caractérisant le contrat i et x, le montant des sinistres pour le

contrat i durant la période t; (i=1,...,k,t=1..,n)

2/ Pour le portefeuille :

1 K 1 kK n

yoi =Ezﬂi =—|(Z:int = X,, est I’estimateur sans biais de x ou x,, la moyenne
i-1 NK 1 &1

générale des observations

5.3.2 Estimateur de X°

Théoréme 6 :

n

. 1 . . -
1/ GiZZ_Z(Xit_Xio)Z est un estimateur conditionnellement sans biais de
n-143

O-iz(Ai)

k k n
2/ 3* :% 5.7 = G _11) > > (%, —x.)* est un estimateur sans biais de =
i1

5.3.3 Estimateur de M?

Théoréeme 7:

A 1 & 1. . ..
M2=—""%"(x, —x..)" —=2? estun estimateur sans biais de M ?
k _1 i=1 : n
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5.4 Hlustration numérique : Application de la formule de crédibilité apres
estimation des parameétres de structure

Les données se présentent sous la forme des deux tableaux suivants

A. Tableau 1 :

ContratAnnée | 1| 2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9|1w0| & | & | T
1 0/0|0|0|]0O]0O0O|O0O|0O|O0O| 0 [0.00]0.000]|0.0470
2 0/0|0|0]0O]O0O|O0O|0O|O0O| 0 [0.00]0.000]|0.0470
3 1/10}1,0{0]0|0]0]0| 0 |020]0.178|0.1822
4 0(0]0]0]O0 O] 0| 0] O [0.00]0.000]0.0470
5 0/,0(0|0O]0O0O|]0O|0O0O]|]0O0|0]| 0 |0.00]O0.000]|0.0470
6 o0j0}0|0]0O0O]1|0|0|1]|0(020/|0.178|0.1822
7 0/j1/1/0|]0]0|0|0|0| 0 (020]0.178|0.1822
8 0/]0|0|0]0O]O0O|O0O|0O|O0O| O [0.00]0.000]|0.0470
9 oO(1(170(1}2|12]0|0| 1 ]0.70]0.456|0.5568
10 0/,0(1;0]0]0|0]|]0|0| 0]010]0.100]0.1146
11 1/112/010(1]0]0|0|21] 0 |040]|0.267|0.3174
12 0/]0|0|0]0O]1|0|2|0|1030]|0.233|0.2498
13 0/]0|0|0]0O]O0O|O0O|0|1]|0(010/0.100 |0.1146
14 0/,0(0j]0]0O|0O|2]|]0|0| 0]010]0.100]0.1146
15 0/,0(0]0]0O|0O|0O0O]|]0O0O|0| 0 |0.00]O0.000]|0.0470
16 0/]0|0|0|]0O]O0O|O0O|0O|O0O| O |0.00]0.000]|0.0470
17 1{1/0212{3[0|1]0]0| 1 080]|0.844 |0.6300
18 1/{0/0|0|0]|0|0]0]0| 0 |010]0.100 |0.1246
19 0/,0(0]0]0O|]0O|0O0O]0O0|0|1]010]|0.200]0.1146
20 0,00 0]0O|0O|O0O]|]0O0O|0| 0 |0.00]O0.000]|0.0470

Estimateur moyenne collective : 4 =0.145

Estimateur de 32 : 2 =0.10388

Estimateur de M2 : M? =0.02169

Facteur de crédibilité : a=0.6761

Remarque :

Nous sommes dans le cas d’un portefeuille de vingt contrats qui sont observables
pendant dix ans (k =20, n=10).

On travaille sur les fréguences, ce qui nous amene a supposer que les sinistres sont de
montant unitaire.
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B. Tableau 2 :

112 |3 |4 |5 |6 |7 819 110]4 |7 |1

Contrat\Anneée

1 0(0 0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00|0.000]0.0470
2 0(0 |0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00]0.000]0.0470
3 110|120 |0 |0 |0 |O |O |O |0.20|0.178|0.1822
4 0(0 |0 |0 |O 0O |0 (0O |O |0.00|0.000|0.0470
5 0(0O |0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00]0.000]0.0470
6 0(0 |0 |0 |O |2 |0 |0 |1 |O |0.20(0.178]|0.1822
7 0/1 /11|00 |0 |0 |0 |0 |O |0.20]0.178|0.1822
8 0(0 |0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00]0.000]0.0470
9 0O(12 1|0 |2 (212 |1 |0 |0 |1 |0.60]0.267|0.4526
10 0(0 1|0 |0 |0 |0 |0 |0 |O |0.10]0.100]0.1146
11 111 /0 (0 |1 |0 |0 |O |1 |0 |0.40]|0.267|0.3174
12 0(0 |0 |0 |O |2 |0 |1 |0 |1 |0.30(0.233|0.2498
13 0(0 0 |0 |O (O |O |0 |1 |O |0.10]0.100]0.1146
14 0(0 |0 |0 |O O |1 |0 |0 |O |0.10/(0.100]0.1146
15 0(0 |0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00]0.000]0.0470
16 0(0 |0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00]0.000]0.0470
17 1111|012 |0 |0 |1 |0 |0 |1 |0.50]|0.278|0.3850
18 110 |0 (0O |O |0 |O |O |O |O |0.10/|0.100 |0.11246
19 0(0 0 |0 |O O |0 |0 |0 |1 |0.10/0.100]0.1146
20 0(0 |0 |O |O O |O |0 |O |O |0.00]0.000]0.0470
Estimateur moyenne collective : £ =0.165

Estimateur de M? : 2 =0.03875

7,

Estimateur de %° : 32 -0.14166
M

Facteur de crédibilité : a=0.7323

Ce tableau est construit en effectuant une augmentation de nombre de sinistre aux
niveaux des contrats 9 et 17 uniquement (les autres frequences restent les mémes que
le tableau 1)

Nous avons aggravé les cas des deux assurés, et par conséquent, toujours par les

expressions deSi, 4%, 2, $£2, M?, nous avons I’augmentation de 2 , $%et M 2.

Ici ’augmentation de M ? I’emporte, autrement dit z augmente, d’ou 1’augmentation
de la prime de crédibilité
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Conclusion :

Les principales conclusions qui se dégagent de notre analyse sont les suivantes:

1. La méthode de linéarisation de la prime de crédibilité a ’avantage de simplifier les
calculs.

2. Le modele de Jewell a permis de démontrer que lorsque utilisées avec leur
conjuguée naturelle, les fonctions de vraisemblance membres de la famille
exponentielle unidimensionnelle résultent en des primes bayesiennes linéaires que
I’on peut écrire comme des primes de crédibilité.

3. Le mod¢le de Buhlmann a permis a la théorie de la crédibilité d’effectuer un grand
pas. En effet, en approximant la prime bayesienne par une fonction linéaire des
observations, Buhlmann a obtenu une expression qui est un compromis entre
I’expérience individuelle d’un assuré et celle de I’ensemble du portefeuille

4. La prime de crédibilité est sans biais, c’est-a-dire E(TT, )= (1-a )u+ - E()zi ): y7y

-En moyenne, 1’assureur percoit donc suffisamment de primes pour payer les sinistres
-Que TII, soit sans biais signifie aussi qu’une mauvaise estimation du facteur de

crédibilité n’a pas d’impact négatif sur le montant des primes percu par 1’assureur.

5. Le facteur de crédibilité croit avec M ?, (i.e avec I’hétérogénéité du portefeuille)
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Annexel: Démonstration du théoréme 3
Preuve :

De I’équation (4.1) ona:
. a(6)_ 7T, plxe”
q(@)= [ p(xe*dx et - = | x dx = 1(6) (4.2)
! a0~ a0
Dans ce cas, la loi a posteriori du paramétre de risque prend la forme

u(e)fl[ £(x, /0)
BICWES)

u(e)lj £(x, /6)
[ u(ﬂ)]j F(x, / A)A

A1e®

u(e)(q(le)y egiXi

u(@/x,A ,x,)

Juf e F e

n
On remarque que u('/xl,A ,Xn) ne dépend des observations qu’au travers de n et t = in :
i=1

c’est-a-dire
1 n
u(@)(j e
u(@/x,A ,x,)= 9(0) .
1
u(ﬂ)(j e "dA
IR ED
Si on prend
a@) e
0)=——"-+—=u(o;t,, 4.3
UO)=" oy = U0t %) (43)

A-t-on que u(-/x,,A ,x,) et u(-) ont méme forme analytique
De (4.3) ona: c(ty,X,) = Iq(@)‘t°e‘9‘°d0

[Z=C)
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u(@/x,,A ,x,) U(G)(q(le)yea

Ae® C(tO ' XO )

On déduit que :

n+ty n+ty
( 1 _0(t+x,) ( 1 j “0(t+%,)
—— | e — | e
q(6 J ql@
(01 x,A ,x.)= @ _ En)+t0,t+xo) =u(@;n+t,,t+x,) (4.4

n+ty C
I(lJ o A(t) g 1
Ae® q(/i)

On retrouve donc une loi de la famille des fonctions de structure conjuguées mais les
parametres n+t,ett+x,.

2/

= E(E(%@)j =E(S)

[t () = [ (@M(0:t,, %, )0

_@(0

_ 0_ q@) e
- ooy
= tl[u(e;to’xo )]@ +)t(_o

0 0
En faisant I’hypothése que u(;t,, X, ) est nulle aux extrémités de © alorsona :

M= (4.5)

La prime bayesienne :

= Iy(@)u(é?;n+t0,t+x0)d9
0O
X, ot X0+ n t

- n+t, - n+t0E n+t, n
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Alors

H( Xpaeens n) E[/u( )/Xl’XZ’ " n]_ b H+ n S

n+t, n+t,

Avec z =

n+t,

Annexe2 : Démonstration de la proposition 1

Preuve :
De I’équation (4.4)
to
1 —x
. e 0
(q(ﬁ)]
o:t,, =77
u(@;te,%,) )
Ona:
d (o
@U(H;IO,XO)ZU(@;IO,XO){—'[O%—XO} (4.6)

De (4.2)-(4.6) on déduit que :

dd_gu(e;to : Xo): u(@;to 1 Xo )[toﬂ(e)_ Xo]
Et

U050, %,) = [to(0) = %o ' (03t5, %0 )+ tot (O)(65t0, %, )
De (4.2)ona: E(X ) )/q(6) et par la suite, on trouve que :
d
15 10)=-V(x/6)
Alors
& 0it000)=Fos0) -3, Fulert, x) -y (X MO ) (@

Si u(@;n+t,,t+x,) est nulle aux extrémités de ® et en intégrant deux fois 1’équation (4.7) par

5 . X
rapport aé, on obtient :(u = t_o)

0

0= E[toﬂ(e)_ X ]2 _toE[V(X /‘9)]

0

t02\/ [,u(é’)] —1t E[V (X /6)]

tozE{y(Q)—?—OT _t,EN(X 10)]

EV(X/0))

PO b = (@)
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Annexel: Démonstration du théoreme 3
Preuve :
De I’équation (4.1)on a :
T q(6)_ 7. p(xe™
q(@)= | p(xe™dx et - = | x dx = u(6) (4.2)
| a0~ o)

Dans ce cas, la loi a posteriori du paramétre de risque prend la forme

u(@)lj £(x, /6)
T (wA LX)

u(e)lj £(x, /6)
[ u(l)li[ F(x, / 2)dA

Ae®

”("{q?eﬂne_g?

Juf e F e

On remarque que u(-/xl,A ,Xn) ne dépend des observations qu’au travers de n et t = in ,
i=1

u(@/x,,A ,x,)

c’est-a-dire
1 n
u(@)(j e
u(@/x,A x,)= 90) .
1
u(;t)[j e ™dA
Ae® q(ﬂ')
Si on prend
q(6) e ™ .
0)=—————=Uulb;t,, 4.3
UO)= iy =@ t%) (43)

A-t-on que u(-/x,,A ,x,) et u(-) ont méme forme analytique
De (4.3) ona: c(ty, X, )= jq(e)’t°e*9‘°d9

0O
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u(@/x,A x,) = 9)(‘1(19)} ¢

On déduit que :

n+ty N+ty
( (19)j o0t [ (19)j o0t
u(@/x,A ,x,)= q — q =u(@;n+t,,t+x,) (4.4)
1™ e c(n+t,,t+x,)
J. — e “'dA
Ae® q(ﬂ’)
On retrouve donc une loi de la famille des fonctions de structure conjuguées mais les
parametres n+t,ett+x,.

2/

pﬁ“:E[ (ﬂ@)} £(5) =[x (x)ix= [ u(ON(E:t,, %, )06

9@ e
I40) @ o)™

1 X
= t_[u(e;tOon)]®+t_o

0 0
En faisant I’hypothése que u(;t,, X, ) est nulle aux extrémités de © alors ona:

M= (4.5)

La prime bayesienne :
[T 00X e X,) = EL(A) X XX, ] = [t O01 5,1, 0%, )40

0O
= Iy(@)u(e;n+t0,t+x0)d¢9
:tefxo_ t, X Nt

N+t, N+t, t, N+t n
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Alors

H( Xpreens n) E[ﬂ( )/X1’X2’ " n]_ b H+ n S

n+t, n+t,

Avec z =

n+t,

Annexe2 : Démonstration de la proposition 1

Preuve :
De I’équation (4.4)
to
1 o
. e 0
(q@ﬂ
o:t,, =7
u(@;te, %) N
Ona:
d (@
_gu(e;to’xo):u(e;to’xo){_to%_xo} (4.6)

De (4.2)-(4.6) on déduit que :

Eu(é?;tO , X0)= U(@;to » Xo )[to,u(e)_ Xo]
Et

U050, %,) = [to1(0) = Xo M (3t %)+ toss (O)(O3t5,%,)
De (4.2)ona: E(X ) )/q(6) et par la suite, on trouve que :
d

15 10)=-V(x/0)

Alors

do a2 (9 ty, Xo ) [toﬂ(e) ]Zu(e;to’xo)_tov(x/e)u(e;to’xo) (4.7)

Si u(@;n+t,,t+Xx,) est nulle aux extrémités de® et en intégrant deux fois 1’équation (4.7) par

5 . X
rapport ad, on obtient :(u = t_o)

0= Efou(0)-x T ~t, 2V (X /0)] - t;EVe)—f—ﬂz—tOEMm)]

AV [u(0)] -t (x 16)]

EV(X/0))

V(u(®))

Donc t, =
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