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Résumé : Le présent article a pour objectif de
présenter les différents modeles de contraintes
(contraintes classiques. minimales. internes et
pondérées) et leur intégration dans I ajustement des
réseaux géodésiques bidimensionnels. Les avantages
et les inconvénients de chaque technique de
contraintes ainsi que son domaine d application aux
travaux d’établissement de canevas géodésiques
spécifiques sont abordés. L application a porté sur
I'ajustement d"un réseau géodésique composé de 13
points de premier ordre (Nord Sahara 1959) et situé
au Nord Ouest de I'Algérie. Les résultats des
différents ajustements sont illustrés.

Mots-clés Ajustement. Réseau géodésique.
Contraintes classiques. Contraintes minimales.
Contraintes internes. Contraintes pondérées.

Abstract: This article has the aim of presenting the
different constraints (classical. minimal. inner and
weighted constraints) and their integration in the
geodetic networks adjustment. Advantages and
disadvantages of each constraints teclinique thus its
application field to the establishment of specific
geodetic ground works are aborded. The application
related to the adjustment with the varions types of
constraints of a geodetic network composed of
13 points of first order (the Northern Sahara 1959)
and located at the Western North of Algeria. Finally.
the results of the varions adjustments are illustrated.

Key words: Adjustment. Geodetic Network. Clas-
sical Constraints. Minimal Constraints. Iuner Con-
straints. Weighted Constraints.

1. Introduction

La technique des contraintes est largement utilisée
en géodésie et elle joue un role clé dans la définition
du repere de référence géodésique. sa densification
et son rattachement ainsi qu’a l'évaluation de son
évolution dans le temps. Elle est fondamentalement
employée pour résoudre les problémes liés a la
singularité des systemes de relations d observations.
Le theme développé a travers cet article consiste a
metire en oeuvre un processus d'ajustement des
réseaux géodésiques bidimensionnels.

I1 a pour objectif de présenter les différents modeles
de contraintes pour le calage du repere géodésique
(origine. mise a l'échelle et orientation) et leur
intégration dans I"ajustement par les moindres carrés
(norme L2) des réseaux géodésiques. Les propriétés
de chaque technique de contraintes ainsi que son
domaine dapplication aux travaux d établissement
de canevas géodésiques sont abordés. Enfin. les tests
effectués ont porté sur I’application de ces différents
modeles d’ajustement d'un réseau géodésique
composé de 13 points de premier ordre (Nord Sahara
1959) et situé au Nord Ouest de 1" Algérie.

2. Présentation des modeles d’ajus-
tements avec contraintes

Les différents type d'ajustement avec contraintes des
réseaux géodésiques sont les suivants [Niemeier et
al,, 1990], [Even, 1992], [Altamimi, 2003] et
[Gourine, 2004] :
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2.1 Ajustement avec contraintes clas-
siques (CC)

Il sagit de fixer un nombre de paramétres supérieur
au nombre de degrés de libert€é du Datum noté d. En
d’autres termes. il consiste a fixer un nombre de
coordounées de points du réseau supérieur a d = 4
(cas des réseaux bidimensionnels) avec ou sans
équations de conditions. Cet ajustement est counu
sous le nom d’ajustement standard. Cette méthode
est facile d’application et sa mise en oeuvre consiste
simplement a ne pas estimer les coordonnées des
points fixées (stations de référence). Néanmoins, elle
pose le probléme du choix des stations de référence :
pourquoi fixer telles stations plutdt que telles autres
? En fait. cette méthode attribue un poids plus
important (i.e.. EMQ=0) aux stations de référence ce
qui peut étre dangereux dans le cas ol il y a des
mauvaises observations au niveau de ces stations.
Dans ce cas. il est préférable de choisir les stations
de référence présentant une configuration optimale
(répartition homogeéne) et ayant de bounes observa-
tions et des coordonnées précises [Schroedel. 2002].
2.2 Ajustement contraintes
minimales (CM)

avec

Cette méthode est connue sous le nom de la solution
de contraintes minimales. 1l s’agit de fixer un
nombre de paramétres €gale a d. Elle est générale-
ment utilisée pour [ajustement des réseaux
spécifiques (réseaux géodésiques et réseaux de
surveillance). Cette méthode conserve la géométrie
interne du réseau. Elle consiste a éliminer les cuatre
degrés de liberté du réseau représentant deux
translations (origine). un facteur d'échelle et
une rotation (orientation). Deux cas possibles se
présentent:

- Fixation des coordonnées de deux points du réseau.
- Fixation des coordonnées dun seul point, dun
azimut d'une direction et d'une distance. Pour ajuster
I'ensemble des observations du réseau sous certaines
conditions en orientation et en échelle, la méthode de
résolution est basée sur la substitution des inconnues
issues du systéme d'équations de condition dans le
systeme des relations d'observations [Perelmuter,
1979]. Le systeme d'équations linéaires (1) est :

Relations d'observations : Ay | py Xp) = Lany = Vi)
(D
Equations de condition : Cy py X(py + Dy =10

Avec:

A : matrice de configuration.

C . matrice de coefficients des équations de
condition.

X : vecteur des paramétres (inconnues).

L : vecteur des mesures des relations d'observations,
D: vecteur des mesures des relations de condition.
V: vecteur des résidus,

m, p, g : nombres d'observations. d'inconnues et
d'équations de condition. respectivement.

Le systeme (1) peut s'écrire sous la forme suivante :

Aln, p-q) Xi(p-q) + An, q) X20g) = Lin) = Vi) (22)

(2)
Citq.p-a) X1tp-q) + Cog. ) X21q) + Dig) =0 (2D)
Ou :
A}, Az sous matrices de A
Cp, C;: sous matrices de C
X;, X5: sous vecteurs de X.
La solution du systéme (2) comporte deux étapes:
(i) Calcul du vecteur inconnu X; par la méthode des
moindres carrées pondérées:

Xi—¢Ad'Pray . a2 PL 3)

O A=A;-Ay (' - Crer L=A2G'-D+ L.

(ii) Substitution du vecteur X , dans I'équation (3)
et calcul du vecteur inconnu X>:

Xy=-C5' = (ClX,+ D) (4)

L'estimation de I'écart type a posteriori de l'unité des
poids des observations est donunée par la formule :
ntq—u

La matrice de variance-covariance des inconnues

X', est déterminée par:

o\
' =6(‘j.() ; =6£(A [.A) (6)

-~ X

La matrice des variances covariances du vecteur des
paramétres X'=[X; X;| est donnée par :

=

C,=630,=6] Cu Cal™ 1
CO;  CouC7

Avec:

C=G'C

Cy, Q. - respectivement. matrice des variances

covariances et matrice des cofacteurs des

parametres X.
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2.3 Ajustement avec contraintes

internes (Cl)

C'estun cas particulier des contraintes minimales ol
tous les points du réseau sont libres. Cette méthode
permet de définir le Datum d'une maniére implicite
en calant la géométrie du réseau sur 'ensemble des
coordounées approchées des points par une transfor-
mation d'Helmert. Elle est basée sur la solution de la
trace minimale de la matrice variance covariance des
parametres. connue sous le nom de contraintes
internes. Elle offre certains avantages tels que la
conservation de la qualité des observations et de la
forme géométrique du réseau et ne pose pas de
probléme de choix des stations de référence.
Le champ d'application de ce type de méthode est la
réalisation des systémes de références terrestres et
['établissement des réseaux de surveillance
(sismique. géodynamique. etc.).
La solution du probleme. dans ce cas. est formulée
par:

X =@Tpa+B. Y.

Xtrins

ByrlalL (8)

Avec:

A : matrice de configuration;

P : matrice poids des observations;

L : vecteur des observations:

Utilisant  B=(G/. G,~)'1 .Gf,  contenant  toute
l'information nécessaire permettant de définir le
Datum, on introduit une équation de contraintes
internes a > ... brés, sous la forme:

B (X;-X;) =B AX=0(Y, )
Avec:
[ Y o 7 Translation en x
0 .. 0 / | Translation en y
Gl = .
Pol-y] x] . -y x) | Rotation
x/ ¥/ .. x, ) Facteur déchelle

2t représente une matrice diagonale des variances
des 4 paramétres de wansformation (deux transla-
tions. une orientation et un facteur d’échelle).

Dans notre cas. on choisis la solution de référence
X;=Xg (exemple: repére géodésique "Nord Sahara
59") et une solution estimée X=X, (issue de
l'ajustement). [Gourine et al., 2005].

L'estimation de I'écart type a posteriori de I'unité des
poids est donnée par la formule :

.. VTPV
Go=———
nm—n

La matrice de variance-covariance des parameétres
est déterminée par:

9)

. —1 R =1
N+ BT B N(N - BT 1)
2N a0y

N : matrice normale (A% P.A).

N*: pseudo-inverse ou inverse de moore penrose de
la matrice N.

La propriété de Nt est que sa trace est minimale
parmi toutes les inverses généralisées de N. A cause
de cette propriété. la solution X de I'équation (8)
est appelée solution de la norme minimale [Hwang
et al., 2002].

contraintes

24 Ajustement avec

pondérées (CP)

11 s'agit d'attribuer un poids pour chaque station du
réseau. Aucun point du réseau n'est fixé. Les poids
sont assignés selon la connaissance a prion des
incertitudes sur les coordonnées des points : les
stations de référence auront un poids plus important
que celui des points secondaires. Cette méthode est
généralement utilisée pour la densification des
réseaux géodésiques [Nieimer, 1990].

Soit a résoudre le systeme linéaire : AX = L
Avec:var(l) =% = pl

On suppose que l'on dispose d'une information &
priori sur le vecteur des paramétres X de la forme
|Coulot, 2002] : N

Ap X=Xp

N 11
Ou van(Xp)= %y, an

On peut considérer alors. que l'on dispose du
systéme d'observations suivant :

>0
A L de poids ‘ (12)
47 X y

0 2o

la solution est alors exprimée par la relation:

X=(4r.27 Av.S5 Y AT E L a3
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Une classe particuliére des contraintes pondérées
est celle des contraintes faibles (précision d’ordre
métrique) ou  fortes  (précision  d ordre
millimétrique). Cette méthode consiste a mettre des
"a priori” sur les paramétres A estimer, c.-a-d..
a établir des équations de contraintes.

L'attribution des mémes contraintes sur les
coordonnées de toutes les stations limile les
translations. la rotlation et le facteur d'échelle.
Le repére issu de l'ajustement sera calé en moyeine
sur le repeére initial.

Cette méthode a l'avantage d'attribuer un méme
poids a toutes les stations. mais elle pose le probléme
du choix de la valeur de la contrainte. L'ajustement
avec contraintes faibles fournit un repére qui ne sera
qu'approximativement calé sur le repere initial
(suppression de moins de 04 degrés de liberté).

Par contre. l'ajustement avec contraintes fortes
fouruit un repere esimé qui sera bien calé sur le
repére initial, mais les stations risquent de ne pas étre
ajustées de maniére totalement libre car le repére
sera trop contraint (suppression de plus de 4 degrés
de liberté).

L'application de cette méthode est délicate car il faut
trouver une valeur optimale de la contrainte qui soit
compatible avec les observations. Seule
l'expérimentation permettra de déterminer la valeur
adéquate.

3. Application
3.1 Description du réseau

Le réseau géodésique qui a servi a I'application des
différents modeles d’ajustement, comporte S1 obser-
vations (50 lectures horizontales et un azimui de
Laplace) effectuées a partir de 13 points du premier
ordre. situés dans la région Nord Ouest du pays.
La précision des mesures d’angle et d’azimut est
respectivement de I'ordre de 07 dmgr et de +03
dmgr.

Le systéme géodésique utilisé est le Nord Sahara
1959 et la projection cartographique employée est
UT M (Universal Transverse Mercator) calculée sur
l'ellipsoide Clarke 1880A.

Le jeu d'observations de ce réseau a €€ fourni
par I'Institut National de Cartographie et de
Télédétection (INCT). La configuration du réseau est
illustrée par la figure (1).
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I'ig. 1 Configuration du réseau test

3.2 Résultats et discussion

Les résultats des différents modéles d’ajustements
avec contraintes du réseau sont fouriis en termes
d’ellipses d erreurs.

3.2.1 Contraintes Classiques

Les stations de référence. au nombre de trois
(107, 112 et 114), ont éi€ choisies aux extrémités du
réseau de facon a encadrer I'ensemble du canevas.
En plus, I'équation de condition (azimut de Laplace)
est utilisée pour fixer I’orientation du réseau. Dans ce
cas, le Datum définit par 02 translations, 01
orientation et 01 facteur d’échelle est surdétermin€.

La figure (2.a) montre que les ellipses d'erreurs
absolues des points ont une dimension moyenne de
I'ordre de 13 c¢m ce qui est suffisant pour la géodésie
classique. Néanmoins, nous constatons que la taille
de lellipse d'erreur du point 103 atteint la valeur
maximale =21cm. Ce phénomene est dii a l'effet du
choix de la configuration des points de référence.
Effectivement, sur la base d'un test effectué avec une
autre configuration de points de référence (101, 110
et 112), il a ét€ constaté que la taille de l'ellipse
absolue de la station 103 a rétréci (=10 cm), comme
le montre la figure (3.a).

Les ellipses relatives nous ont permis de faire une
lecture facile et précise du domaine de confiance sur
chaque couple de points.
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Daprés la figure (2.b). nous remarquons que la
structure du réseau. composée de succession des
couples de points. est cohérente dune maniere
générale, en terme de dimension d'ellipses. Par
contre, les points en liaison avec la station 103 ont
des ellipses d'erreurs de dimensions sensiblement
importantes (= 22 ¢m); ceci est dil aussi a I'effet du
choix de la configuration des points de référence. En
effet. dapres la figure (3.b). avec une autre
configuration de points de référence (101. 110 et
112). la tille moyenne des ellipses relatives des
points en relation avec la station 103 a diminué
(=13 cm).

Elllpses absolues d'erreurs Ellipses relatives d'erreurs
T

a | Amoy= 13 Cm | b ’ Amoy= 18
o T & BT A
@u @ Lien a3
A @ A L e il o
cupr a0 R 1| poma 0 g

Fig. 2 Ellipses d’erreurs absolucs et relatives.
Cas des C.C.(Stations de référence : 107, 112, 114)

Ellipses relatives d'emveurs

IZI ' Bmoy= 18¢m
i A
<7

Edipses absoles derreurs
' amoy= 14cm
0N
| ¢ . P
A

& & (>
0 10 20Km Eckele fme 010 Him E""F"'
—— o W/em = w an
A &

Fig. 3 Ellipses d'emreurs absolues et relatives. Cas des C.C.
{Stations de référence @ 101, 110, 112)

3.2.2 Contraintes Minimales

Le Datum est défini par deux points géodésiques
connus en coordonnées planimétriques (x.y). Les
stations de référence sélectionnées (107 et 112) se
trouvent aux deux extrémités du canevas géodésique.
L’azimut de Laplace est considéré, dans ce cas,
comme étant une relation d’observation seulement.

La figure (4.a) représente les dimensions des ellipses
d'erreurs absolues, en moyenne ~16¢m, qui sont dans
la tolérance géodésique.

Mais, nous remarquons que les ellipses
d’erreurs des points 100 et 103 atteignent
respectivement des tailles sensiblement
grandes, =20 cm et =23 cm. La figure (4.b)
montre qu’il y a une certaine cohérence en
dimension entre les ellipses d’erreurs relatives
(=21 cm). Néanmoins, nous constatons que
l'amplitude des ellipses relatives aux couples
de points contenant le point 103 est sensible-
ment grande (=26 cm). Ces anomalies sont
dues, essentiellement, au probléme du choix
de la configuration des points de référence. Fn
effet, d”apreés la figure (5), avec une nouvelle
configuration des points de référence (105 et
110), la taille des ellipses d’erreurs absolues
des points 100 et 103 a augmenté (=27 cm).
De méme, la taille moyenne des ellipses
derreurs relatives des couples de points
contenant le point 103 a augmenté =34 cm).
Ceci monlre qu'un mauvais choix de la
configuration des stations de référence induit
des imprécisions importantes dans le calcul
des ellipses d’erreurs.

Ellipses absolues d'erreurs Ellipses relatives d'srreurs
T

Amey= 16CiM

A

Bmoy= 21cm

Fig. 4 Ellipscs d’erreurs absolues ct relatives. Cas des C. M.
{Stations de référence : 107, 112)

Ellipses absolues d'ervours

Ellipses relatives d'erreurs
T

T Amoy= 18CmM

Bmoy= 206cm

010 Km 010 2Km Echeld Elpse
i 2om —— 0 ﬁn

Iig. 5 Ellipses d’erreurs absolues et relatives. Cas des C.M.
(Stations de référence : 105, 110)
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3.2.3 Conlrainies Internes

Avec ce modele d'ajustement. tous les paramétres
des stations du réseau doivent ére estimés. i.e.. le
réseau est totalement libre. 11 s’agit d'introduire une
équation de contraintes minimales sur les quatre
parametres du Datum.

L'azimut de Laplace est considéré. dans ce cas.
comme étant une simple relation d’observation
angulaire avec un poids relativement important.
D’aprés la figure (6.a), la majorité des ellipses ont
des tailles sensiblement égales de lI'ordre de 1lcm.
Par conséquent. la précision obtenue sur I'ensemble
des points du résean est homogéne et jugée bonne
vis a vis de la qualité requise en géodésie classique.
De méme que pour les dimensions des ellipses
d’erreurs relatives. figure (6.b). de l'ensemble des
couples de points qui sont en général de méme
amplitude (en moyenne =16 cm).

Ellipses abgolues d'emeure

Bllipses relatives d'erreurs

Amoy= 20Cm

1a | Amoy= 15 cm [b |

R

Fig. 6 Ellipses d erreurs absolues et relatives.
Cas des C.I.

3.2.4 Conlraintes Ponclérées

Dans ce cas. tous les points du réseau sont libres
mais affectés avec des poids. Aucun point n'est fixe
absolument avec une erreur mille. Les poids sont
issus  des matrices variances covariances des
paramétres du réseau calculées a partir d'un ajuste-
ment a priori. L’introduction de poids des
parameétres au modéle d’ajustement rend le réseau
sous la contrainte des précisions imposées. Dans
notre cas et a tite d’exemple. les poids des
coordounées sont déterminés a partir d’un ajuste-
ment avec contraintes internes du réseau.

Les ellipses d'erreurs absolues des points,
figure (7.a), ont une dimension moyenne de I'ordre
de 4 cm ce qui est largement suffisant pour la
géodésie classique. Daprés la figure (7.b). nous
remarquons que la structure du résean, composée de
succession des couples de points, est trés cohérente
en terme de dimension d’ellipses dont les tailles sont
de 'ordre de 6 cm.

L'obtention de tels résultats trés satisfaisants (réseau
précis et homogéne) dépend essentiellement de la
bonne qualité des précisions (contraintes forles) sur
les coordonnées des stations qui ont €l€ imposées a
priori. En effet. via un test qui consiste a introduire
des contraintes faibles sur les coordonnées (x,y) et
sur l'orientation (dV0) respectivement de 1 ordre
de lem (O 5 y) et 10dmgr (G o). les résultats obtenus
ont montré que les dimensions des ellipses absolues
d'erreurs ont augmenté (taille moyenne =15cm).
figure (8.a). Méme phénomene s'est produit pour les
dimensions des ellipses relatives d’erreurs (=~ 20cm),
figure (8.b). Ceci montre que le choix des valeurs des
contraintes sur les parametres du réseau conditionne
la qualité des résultats de l'ajustement. Par con-
séquent, le choix judicieux des valeurs des con-
traintes (m wop grandes. ni trop faibles) est
fondamental pour cette méthode d'ajustement. Car,
si la valeur de la contrainte choisie est trop grande
(contraintes faibles). le repére estimé ne sera
quapproximativement calé sur le repére de
référence. Et si la valeur de la contrainte choisie est
trop faible (contraintes fortes). le repere estimé sera
bien calé sur le repere de référence. mais les stations
risquent de ne pas étre ajustées de maniére
totalement libre car le repere sera trop contraint.

Ellipses absolues d'erveurs !!rbuel relafives d'erveurs
Ly [ oy CTNT
a n |
L il R S]]
e o o o .
@oo e / 17 H
L h / )i\ o q | O ]
R ) [/ C? ST
- 6] S “dng
P o 17 “:“1‘@ I ]
03 T sar— - / \\
L @ ] - o) ]
0 \ 0. /G N\
b @07 o @u- f o7 Q ;/*,«“'*—-O-. _;m_
Ecols Elpre G\ @ Echatle Elpse
0_10 20Km oo et 0 10 20Km l\“‘"/o ‘ Boh

Iig. 7 Ellipses d'erreurs absolues et relatives. Cas des C.P.
(Contraintes fortes).

Ellipses alriolues d'erveurs EHW: relatives derreurs

By~ 2000

o 15cm B
m & %ﬂ- @ 1 @ jm@ -

L |V ]

@e @:8 o Pl ) .\‘:a @_-.,,,
s chedvklgz 17T K
o 10 ke Bl bleze o0 S S reme
I——" o .
:

) Q\W _:Dcm i ) NDem

Fig. 8 Ellipses d’erreurs absolues ct relatives.
Cas des C.P. (Contraintes faibles)
(Test 30x,y =1met Qyo= 10dmgr)
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4. Conclusion

Les résultats obtenus lors des différents types
d'ajustement avec contraintes du réseau géodésique
bidimensionnel ont montré que la précision
planiméuique. en termes d’ellipses d’erreurs. est
tributaire du choix :

- de la configuration et du nombre de stations de
référence (a fixer) dans le cas des contraintes
classiqucs,

- de la configuration du Datum dans le cas des
contraintes minimales,

- des valeurs des contraintes sur les parametres a
introduire dans le modéle d'ajustement avec
contraintes pondérées.

Par contre, la méthode d'ajustement avec contraintes
internes n'attribue aucune préférence a lune ou
lautre des stations de référence et ne pose pas le
probléme du choix des valeurs des contraintes. Avec
cette méthode. le Datum est fixé d'une maniere
implicite.

Enfin. quant au choix du modele d'ajustement avec
contraintes dépend essentiellement du but recherché
(réseaux géodésiques et cadastraux, auscultation
d'ouvrages d'art et de sites industriels, surveillance
sismique, etc.).
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