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Abstract

The central problem for GPS receiver is the praeise estimation of the position, velovity, and time based on
noisy observations of the satellites signais. It should come as no surprise then that this is an ideal setting
for Kalman filtering has come a household word in the GPS industry. Our discussion of the subject here is
intended to ke tutorial and must be brief. Thus, we wili confine cur atiention to receiver applications only and
will leave ail of the other intesting facets of Kalman filtering that are applied to GPS for extracurricular

reading.

La fonction filtrage:

Le filtrage est la inise en forme d'un signal a
des fins fres diversifiés. Pendant longtemps,
son role a consisté surtout dans I'élimination
de bruits superposés aux signaux utiles et sa
mise en oeuvre a été du ressort des
électroniciens. Avec lavénement  de
Pautomatique et des calculateurs numériques ,
le filtrage est devenu un outil fondamenial .
Shannon a rontré la nécessité d'un fitrage
préalable a tout troitement numérique pour
garantir 'équivalence analogique-numéique.
Une fois méme la conversiori numérique
obtenue, le filtrage fcurnit une mathudologie
dans l'extraction d’informations utiles , pour la
reconnaissance des fcrmes, dans I'elaboration
de lois de commande de systémes industrels,
dans I' analyse des données et pour la gestion
de production. Ainsi avec la multiplicité des
applications, et le type de problemes que I'on
rencontre, autant dans le domaine
informatique que médical, industrie, sciences
spatiales, on va retrouver naturellement un
grand nombre de méthodes d'utilisations de
filtres.

1-Lorsque le réle du filtre consiste dans la
mise en forme du spectre et plus
particulierement dans [I'élimination d’une
bande de fréquence comme c’est le cas dans
le codage, il s'agit alors de filtres spécifiques,
de réalisation analcgique, tels que ceux de
Butterworth, Bessel, Tchébyscheff...

2-En réailisation nurnerique: seion que lo:
opére en temps réel ou eri temps ciffére,
wfférentes techniques de transposition sont
développées, telles que lapproximation
impuisionnelle ou la transformée de Fourier
rapide (FFT).

3-Lorsque le fiitre consiste a approcher aux
mieux un signal ou une courbe a laide de
pclvyndémes , la méthcde des moindres cariéas
delivie directement les paramétres cherchés
grace a une résolution de systérnes linéaires.

4-Lorsque le signal utile et le bruit sont
caractérisés phar leurs propriétés statistiques,
le filtrage de Wiener et sa généralisation , le
filtre de Kalman permettent ['élimination
optimale du bruit.

Le filtre de KALMAN

Le fitre de Kalman-Bucy résout de facon
eléeganta le probléme du filtrage linéaire.
L’estimation stochastique avait été aborde par
Wicrer Jdans le demaine trequentici: dans le
cas stationnaire, pour des spectres rationnels,
le filtra cie "siensr offre une soiution analytique
. Utilisant la nction d’état, le filtre de Kaim=n-
Bucy se presente sous forme d'un ensembie
d’équations différentieiles ou récurrentes plus
facile a résoudre sur calculateur. Sa réalisation
bien adaptée au traitement numérique en ligne
feurnit non seulement I'estimée optimaie, mais
aussi la variance de l'erreur d’estimation. Le
filtre de Kalman généralise le filtrage optimal
aux systémes non staticnnaires en présence
de conditions initiales et d'entrées
déterministes. C'est un outil de base dans le
domaine  aérospatial ou il a été
particulierement appliqué, que ce soit pour la
détermination des orbites ou pour la
riavigation.

Position du probléme:

Le probléme de_['estimation de I'état X(t) d'uit
systéme dynarrﬁque scumis a des entrées
diterministes et aléatoires a partir de mesures
Z(t) bruitées peut &tre divisé en trois clasces
distinctes selon lintervalle d’observations | t0 -
t1]:

-La prédiction si t > t1

-Le filtrage si t = t1

-ie lissage sitO < t < t1

Le filtre de Kalman-Bucy permet de résoudre
directement ia prédiction et le fiitrage ei il esi &
la base de la théorie du lissage.

Modeéle mathématique du sysiéine:

L’évoiution de I'état du systéme est décrite par
le systeme d’'équations différentielles:



X(t) = F(OX({@) + u(t) +v(t) (1)

X est le vecteur d'état de dimension n.

F(t) est une matrice fonction de t, de
dimension n X n.

u est un vecteur d’entrée, fonction de t, connu.
v est un bruit blanc gaussien a n dimensions

de moyenne nulle: E[v())=0 V t.
E[v(ty' ()] = Q)6(t — 1)

Q(t) est une matrice définie non négative.

L’état initial est Ilui-méme aléatoire, de
statistique connue, gaussienne de moyenne

E[X(z‘0 )] =m, et de
E[(X(t) = m)(X(t5) — my) | = A,

t est indépendant du bruit v .

covariance

L’état de ce systéme est observé par m
mesures Z(t) liées a I'état initial par I'équation
d'observation :

Z(t)y= HHOX(@)+w(t) (2)

H(t) est une matrice fonction de t de dimension
mxn et w un bruit blanc gaussien a m
dimensions, indépendant de V(t) et de

X(t,), de moyenne nulle et de covariance :

Epw(tyw’ (1)} = R(t)8(t — 1)
R(t) est une matrice définie positive.

Ce systéme est obtenu soit par I'écriture des
lois physiques qui régissent le systéme, soit
par I'application de techniques d’identification
instrumentale. L'écriture en équation d’état est,
en général, de la forme :

Y(1) = AY () + B(t)e(t) + C()p, (1)
S(t) = DY (1) + p, (1)

ol e(t) est une entrée déterministe, p,(#) une
entrée aléatoire, S(t) la sortie mesurée et
P,(t)un bruit de mesure, de moyenne nulle,

qui peut souvent étre considéré comme blanc.
Ce modéle peut se ramener a la forme
canonique (1) et (2) si on envisage le
processus général de 'entrée aléatoire p, .
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Yi=4 ¥ +p

n=Cx
ou bl est un bruit blanc de moyenne nulle.
Finalement en considérant le vecteur

Y

augmenté Yl‘
le systeme :

Y _{A(t) anGe) Y}J{B(t)e(t)}{ 0 ]
vl Lo 40 [x]'[ o |'|a0

Y
s=[D o][Y] + py(0)

est bien de la forme de (1) et (2).

On notera que les matrices F.H,Q et R sont
des fonctions du temps , le systéme et les
bruits ne sont pas stationnaires.

Le modéle discret qui est le plus couramment
utilisé est obtenu soit directement par une
modélisation discréte, soit par discrétisation du
modéle continu.

Les équations (1) et (2) prennent alors la
forme suivante:

X =X, +u, +v,
Z,=HX +w,

ou V, et W, sont des bruits pseudo-blancs
gaussiens de moyenne nulle tels que:

E[vkaT] =00y
E[wkaT] =R6,

E[vkaT]ZO

Oy est le symbole de Kronecker
5. 1 k=J

YOl0 k=J



L'état initial X, est aussi une variable
gaussienne, indépendante des bruits 2, et
v, de moyenne m, et de matrice de

covariance A, .

Formulation du filtre de Kalman:Exemple
positionnement et navigation par GPS en
temps réel ;

Cas du logiciel PHARAO : (Phase Ambiguity
Resolution Applications On-the-fly): C’est un
logiciel de traitement de  données
cinématiques temps réel DGPS/DGLONASS .
Développé par des chercheurs de I'Institut de
Géodésie et de Navigation a I'Université FAF
Munich .

Le filtre de Kaiman utilisé par PHARAO est
basé sur le modéle du systéeme dynamique
suivant:

X, =@, X, +GW,
Y =H X,  +V, (3)

ou

X, vecteur d’état de dimension n a I'époque

k
W, vecteur bruit de dimension p & I'époque k

Y, vecteur d’observations de dimension m
(I)k matrice non singuliére de dimension n X
Gk matrice d'entrée de dimension n X p

H, matrice-bruit fonction de k de dimension

mxn
Vk vecteur de dimension m bruit des mesures

avec structure de covariance connue.

et,
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0, ixk

R , =
Ez[V"V’T]:{ok, zlik
E[WV]=0, VkVi

Les formules de I'état du systeme sont:

A

A
X/: =0 X,
el T T
B =0, ,BY,,+G,,0,.,G,
B matrice covariance,

A
X, estimation de X, basée sur les mesures

de K a K(_, , C'est a dire nous connaissons

l'erreur e,: de la matrice covariance, tel que
A
e =X, - X,

L'équation du systeme a
observations s’écnit:

partir des

A A

A
X, = X[+ K, (Y% - H, X})

P = e, ef]= B[ 0x, - x, - £,y ]

K, matrice-gain-Kaiman.

(3) dans (4) et le résultat dans (5)

4

&)



N

X~ X )~ KH X +F~H X |x

o8
il
&
)

(X~ X6 )~ K(HX, +V,~H X))

F,=(-KH)F (I- Kka)T + KkRKKkT
(7) -

Nous voulons calculer K, : cest a dire
minimiser les termes individuels de Ila
diagonale principale de Pk parce que ces

termes représentent les estimations de
'erreur de variance des éléments du vecteur
systeme, d’état quon veut estimer. Cette
estimation peut étre faite par plusieurs
approches. Nous la présentons par le calcul
de la différentiation, en utilisant ta formule
suivante relative a la différentiation de deux
matrices :

d|trace(AB)] _F
dA

AB matrices carrées)

(8)

d[zrace(ACAT>]_2AC Lo e

symeétrique) (9)
L'équation (7) peut s’écrire de Ila maniére
suivante :

P=P -KHP -P HK +KHP H +RK’
(10

A noter que le deuxieme et le troisieme terme,
sont linéaires par rapport a K, et le quatriéme
terme est quadratique en K. Maintenant les
formules (8) et (9) peuvent étre appliquées.
Remarque :

trace(P"H'K") = trace(KHP' )y

le résuitat est :

d(traceP)

dK
(11)

posant la dérivée égale a zéro et deduire le
gain optimal K, de Kalman :
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= -2(HP ) +2K(HP H" + R)

K, =R H(HFH +R)'  (12)

La matrice covariance associée a 'estimation
optimale peut étre calculée:

P, =(I-KH)F (I-K.H)" +KR K]

=B -KHE -B H'K'+K(HE H +R)K
(13)

L’équation (12) dans I'équation (13) donne :

b =U-KH)F

Dans le cas du logiciel PHARAQ, le vecteur de
I'état du systéeme contient les coordonnées
inconnues WGS84 du récepteur mobile,
I'erreur de I'horloge du récepteur , 'ambiguité
des simples ou doubles différences de phase
(selon ia configuration).

Ainsi le vecteur d'état pour une simple
différence peut s’écrire de la maniére suivante:

X

v

Avec



X.Y,Z position du récepteur mobile en WGS84
O, erreur de I'horloge en seconde

N’ ambiguité simple différence pour le
satellite j en cycles (de L1 ou L2).
K le nombre d’ambiguité.

Et pour le cas d'une double
différence le vecteur d'état peut s’écrire :

X
Y
z

Nl,rzf

S=| N>

_Nk ret J
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avec N’ double différence d’ambiguité
entre satellite j et le satellite de référence (en
cycles).
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