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ETUDE DE L'ACTION D'UNE ONDE ELECTROMAGNETIQUE
POLARISEE CIRCULAIREMENT SUR UN ATOME A DEUX NIVEAUX
PAR LE FORMALISME DES INTEGRALES DE CHEMINS
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Résumé

L'action d'une onde électromagnétique polarisée circulairement sur un atome a deux niveaux est
étudiée par le formalisme des intégrales de chemins. L'utilisation de I'espace des phases et de
certaines rotations dans 1'espace des états cohérents ont permis de simplifier énormément les calculs.
Les fonctions d'onde correspondantes ont été retrouvées exactement.

Mots clés: Intégrale de chemins, Equation non-relativiste, Oscillation de Rabi.

Abstract

The action of a circularly polarized electromagnetic wave on an atom with two levels is studied
by the formalism of Path integrals. The use of the phase space and certain rotations in the space of the
coherent states simplify strongly the calculations. The corresponding wave functions are exactly
deduced.

Key words: Path-integral, no-relativistic equation, Rabi oscillation.
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usqu'a présent, toute une classe de potentiels a pu trouver un traitement
dans le formalisme path-integral grace a l'utilisation de certaines
transformations [1]. Cependant, il est connu que les interactions les plus
réalistes sont celles qui font intervenir le spin, grandeur dont il est utile de
souligner I'importance en physique. Du point de vue application, le calcul
explicite de propagateurs pour de telles interactions par le formalisme
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path-integral sont a notre connaissance assez rares [2].

Récemment, le comportement d'un atome a deux niveaux soumis a
une onde électromagnétique polarisée circulairement a été¢ étudié par

I'équation de Schrodinger [3].

Le but de cet article est d'étudier, par le formalisme des intégrales de
chemins, le comportement d'un atome possédant deux niveaux en

interaction avec une onde électromagnétique polarisée circulairement.

Cet atome a deux niveaux de masse m, de fréquence angulaire @, a un
moment dipolaire D. La dynamique de l'atome avec ce type d'interaction

faisant intervenir le spin est décrite par I'Hamiltonien suivant:

2 . .
=" Yoo, —Lnaeriontog _Lygeionia, g
2m 2 2 2
pz
oaila 2—étant I'énergie cinétique associée au centre de masse de l'atome, le
m

Loty dhaiie dpudaline s S da e il

. : 1 . .
ARl Caa ) msiee G 330 e terme Ehwaz décrit le mouvement interne de l'atome, et les deux

skl eliad Jlaxinl o 5 elliaall e LKA
Laadlial) VAN pliad b ) )oall (g g
38 gall Aa gl Jhga  bliall jLatiadls Cinen

Ad) s N8 O-Z:(l 0} g+:(0 1}
— ) e LIS pildal) Sl 0 -1 00

7l Ll Lowwi U Loleall qui sont les matrices de Pauli habituelles.

© Université Mentouri, Constantine, Algérie, 2002.

derniers termes associés a l'interaction entre l'atome et le champ
¢lectromagnétique. 6,, o+ et o. s'écrivent dans I'approximation dipolaire:
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FORMALISME INTEGRALE DE CHEMINS EN
REPRESENTATION DES ETATS COHERENTS

Diverses fagons existent pour introduire le spin dans le
formalisme intégral de chemins [4, 5]. La formulation la
plus simple consiste a remplacer o par un doublet (u,d)
d'oscillateurs fermioniques [6]:

0—>(u+,d+)o(ZIJ 3)

c'est-a-dire:
o, >utu—d+td
o, —utd 4)
o_—ud*

L'Hamiltonien (1) en fonction de ce doublet devient:
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Pour la description du systéme, nous allons considérer

I'état quantique |z; a, ﬂ), reliant le mouvement extérieur et

intérieur de 1'atome qu'on peut séparer en produit direct. Le
mouvement extérieur est décrit par la variable réelle z
tandis que les variables de Grassmann (o,f3) décrivent la
dynamique du spin. L'amplitude de transition de 1'état initial
|zl~,'al~,ﬂi> at;=0vers ¢ "ﬂf> at=Test

définie par les ¢léments de la matrice de l'opérateur
d'évolution comme suit:

K(f,i,T):<Zf;af;ﬂf‘ﬁ(T;O)|Zi;aiaﬂi> (6)

avec
U(T;0) =T, exp(—% jOT H(t)dr) %

Tp est I'opérateur chronologique de Dyson. Pour passer a la
représentation path-integral, subdivisons I'intervalle de
temps [0,7] en N +1 intervalles de longueur & pour lesquels
les N instants intermédiaires se répartissent réguliérement
entre 0 et 7. Utilisons d'abord la formule de Trotter:

e N+1
. —i“H
U(T;0)= lim |e 7 avec T=(N+De  (8)
N—>ow

Introduisons les relations de fermeture entre chaque
paire de U(&) comme suit:

.[|Zn><zn |dzn =1 e
[da,da,dp,dp,e %%~ FuP

avec
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an’ﬂn><an’ﬂn|:1

ZN+ = 2 et Z0=2z; (10)
Alors, l'expression du propagateur (6) prend la forme
suivante:

n=N
K(zsa szaog, B T)= lim dz, x
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Rappelons pour cela les propriétés des variables de
Grassmann:

u|an’ﬂn>:an|anvﬂn> et <anvﬂn|u+:<an’ﬂnlan
d|anvﬁn>:ﬁn|anaﬁn>et <0( ﬁ|d+:< nvﬁn|ﬁn
( nﬂﬁn|an lﬂﬁn 1> anan 1+Bn P

Finalement, le propagateur (11) s'écrit sous la forme:
N

(12)
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CALCUL DU PROPAGATEUR

Pour intégrer, il faut d'abord diagonaliser 'Hamiltonien.

—ikz, —ikz

Pour cela, éliminons e "“net e "l qui interviennent
dans (13) a l'aide du changement des variables de
Grassmann suivant:

a—> A a—1
azelkzl £7=€_ikzz

Alors, en fonction des nouvelles variables A4 et A , le
propagateur (13) devient:

(14)

m \2
K(Z/ af ﬁf azl’al’ﬁ”T)_]&_)oo(zﬂ'ihgj
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Or, le terme en Az ﬁ peut étre estimé et remplacé par un

R /|
terme correctif i—:
m

potentiel effectif. Rassemblons les termes dépendant de la
vitesse Az en un seul. Nous avons ainsi séparé le
mouvement intérieur de 1'atome du mouvement extérieur.
Introduisons l'identité suivante:

c'est-a-dire qu'il intervient par un

—i& 9
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(16)
et en tenant compte du fait que A> =0 (propriétés des
variables de Grassmann), le propagateur (15) du systéme
physique devient:
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Intégrons sur les N variables z,. On trouve que (17)
s'écrit comme suit:
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La présence de la distribution de Dirac dans (18) reflete

la conservation de I'impulsion de l'atome durant Ie
mouvement:

D1 =Py =-.=Dyy =D (19)

Alors le propagateur (18) prend la forme suivante:
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Pour diagonaliser 1'hamiltonien du systéme physique,
introduisons une transformation sur les variables de
Grassmann (4, ).

(20
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Le propagateur (20),
variables, est le suivant:
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K(Zf,af ﬂf,Zl,al,ﬂl,T) I omh

en fonction des nouvelles
—exp{ plzp—z))—
n=N

x lim [ H (A7, dy,dd,d,e Vb
N—oow
J '[E\/h292+(hAa)+Aep)2)
= W,
X(‘//n’¢nlo-z( ol

)

Nous avons achevé la diagonalisation de l'action, il ne
reste qu'a intégrer sur les variables de Grassmann y, ¢.

l//"jet

P

= (1/7,1,417,1); alors, le propagateur (24) prend la forme
n=N+1

zan(H)qn—l :|
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Dans ce but, introduisons le vecteur (q, =[

qd,
suivante:
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—igz—lh,/hzgz +(hAw+4e )

R(n)=| ¢ 1 0
ie—— |22 +(hAw+2e )’
0 e 2h
est une matrice diagonale. (26)
Définissons
q; R(Dq,
0
P= ., V= . || W'=(0,..0,qy RN +1))
' 27
qy 0
M=6;,-R(n)d;, ;0 n,je[l,N] (28)

En substituant ces expressions dans le propagateur (25)

on trouve:
i} p2 1

K(zpsap, Brizisa;, BisT) = j

—eXp[ pEr=z)=7 —

x [dPdPexp(-PMP + PV + W'P)  (29)
Faisons ensuite le changement de variable:
P> P+M'V et P> P+WM! (30)

Le propagateur (29) devient:

K(Zf9af ﬁf9zpapﬁpT) J‘

xexp(WTMV) [dPdP exp(-PMP) (1)

Le résultat de la derniére intégration dans (31) est
simple:

[ dPdP exp(—PMP) = det M (32)
Ainsi le propagateur (31) devient:

+o0 d] _
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Comme le déterminant de M égale a 1, alors le
propagateur (33) devient:
i iTp
K(z 0,250, 6,T) = jwzﬂh p|:;p(zf— -5 h}
X EXp[ﬁfR(T)qo] (34)
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\/h @ +(hdw+de, ) o
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D'ou, enfin, la forme que prend le propagateur (34):
K(z 500, Br3205 fiT) = jwﬁexp{ plzp—z)- ZTPJ
_ - 7z
XeXP{('/’fo)R(T)( ¢fﬂ (36)
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Alors, l'expression finale du propagateur (36) est:
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Ce qui résout notre probléme.

FONCTIONS D'ONDE

Calculons d'abord I'amplitude de transition entre les
états propres de spin en prenant a titre d'exemple le calcul
de I'¢lément de matrice Kyp(z,z;57T) ow:

Kap(zp,z;5T) =<¢|K(Zf,ZiQT)|T>

Introduisons ici les relations de fermeture suivantes (9).

Alors :
Ky (zf, z;3T) = Jdc_zfdafdﬂfdﬂfdﬁl-daidﬂidﬂi

o 1% PrBr ~ae-Bp; (Mey. B W 8] 1)

(39

xK(zpsayr,Brizisag, BisT). (40)

avec:
<T|af’ﬂf>: zvﬂl|T> l'afa _eai f—l;“)
En substituant les expressions précédentes dans

K44 (zf,z;5T), on trouve que K4 (z,z;5T) s'écrit sous

la forme:
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_ — _ — a.a,+B.B, Gda +Bp.
x [da da ;d df pdadesdpdpe’ 1P P,

S S a;
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L'introduction du vecteur v a quatre composantes défini
par:

(42)

a;
ar
f

v=| (43)
Bi
By

donne au propagateur la forme Gaussienne suivante:
Tp
(z,=z)—
+oo dp { Pl 2mh}
KTT(Zf’Zl’T) .[ooZ 7h (44)

x [dvTdvlexpv™M'v —expvt My
Jav*avles pvi ]

ou M et M’ sont les deux matrices suivantes:
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-1 0 0 o0 -1 =1 0o 0 ; Les ré;;l}tats concordent exactement avec ceux de la
ittérature [3].
S -1 S 0 S -1 S 0
M= 11 11 ot M'= 11 11
0 0 -1 0 0 0 -1 0 CONCLUSION
Sa1 0 Sp -l Sa1 0 Sy -l Nous avons étudié, dans le formalisme intégral de
L'identité: (45)  chemins, le probléme d'un atome & deux niveaux en
. . interaction avec une onde électromagnétique de polarisation
IdP dP exp(—P"QP) = det Q (46)  circulaire. Les matrices de Pauli, représentant les deux

niveaux de l'atome, ont été remplacées par un doublet
d'opérateurs fermioniques. Par conséquent, I'amplitude de
{ p(zp-z)- } transition a été exprimée dans l'espace élargi relatif au

dp |n 7 7 2mnm . >
Kyp(zp,25T) = rw /4 " )l det M'— det M mouvement extérieur (centre de masse) et intérieur. Le

appliquée a la forme Gaussienne précédente donne:

i

— 27k (47) calcul a nécessité l'introduction des états cohérents relatifs

Un calcul trés simple montre que: aux fermions. Par le biais d'une premiere rotation sur les
variables de Grassmann, nous avons pu intégrer sur les

detM’=1+ S et detM=1 (48)  variables extérieurs (x,p). Ensuite, une deuxiéme rotation a

été introduite pour éliminer la dépendance en temps de

l'interaction. Enfin, une troisi¢éme rotation dans I'espace des

, états cohérents nous a permis de diagonaliser I'hamiltonien.
J { p(z; _Z_)_iTP } De ce fait, I'expression explicite et exacte de I'amplitude de

oo p h J i 2mh I o : ' At

Kap(zpoziT) = J‘ i .S, (49) transition a &t obtenue. Les 'f01'10t10ns d'onde ont éte
: —%° 27h déduites en appliquant les principes de la mécanique

De méme, on trouve pour les autres éléments des quantique. Les résultats concordent exactement avec ceux

et par conséquent :

i

formules analogues. Le résultat se met sous la forme de la littérature [3].
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