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Résumé 

 Cet article est consacré aux représentations intégrales de certains noyaux, définis sur EE où E 

est un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes  C. Ces noyaux sont de type positif 

relativement à un sous-espace vectoriel. La méthode utilisée repose sur les résultats concernant les 

représentations intégrales de noyaux défini-positifs sur des espaces vectoriels. 

Mots clés: Noyaux de type positif, Noyaux définis-positifs, Représentations 
intégrales, Prénœud unitaire. 
 

Abstract 

 The present paper is devoted to integral representations of some kernels defined on EE with E 

being a vector space on the field C of complex numbers. These kernels are of positive type with 

respect to a vector subspace. The used method lies on results for integral representations of definite 

positive kernels on vector spaces. 

Key words: Integral representations, Positive-definite kernels, Kernels of positive 
type, Quasi-node.  
 

 

 

 

 

oit S un ensemble et  t,sk une fonction définie sur SS à valeurs dans 

le corps des nombres complexes C. Cette fonction définit une forme 

sésquilinéaire, appelée noyau,  sur EE à valeurs dans le corps des 

nombres complexes C, et où E est l'espace vectoriel Cn+1; K: EE C 

par: 

   



n

j,i

jiji yxs,sky,xK

0

,  

où  n  N, sp  S, xp,yp  C, p = 0, 1,…,n. 

Le noyau K est dit: 

i) hermitien si:        ,Et,s,s,tkt,sk        (1) 

 c'est-à-dire que *KK  ;            

ii) défini-positif si  nn x,...,x,x,Ss,...,s,s 1010 C, on a l'inégalité: 

    



n

j,i

jiji xxs,sk

0

0             (2) 

qui peut s'écrire     Ex,...,x,xx,x,xK n  100 ; 

iii) de type positif si l'inégalité (2) est vérifiée pour tous les ix vérifiant:  

    010  nx...xx        (3) 

qui peut s'écrire     1100 Ex,...,x,xx,x,xK n  où: 

  010101  nn x...xx:Ex,...,x,xE  

qui est sous-espace vectoriel de E1. On dit, dans ce cas, que le noyau K est 

de type positif relativement au sous-espace vectoriel EE 1 . 

En guise d'introduction, donnons deux exemples de représentations 

intégrales de deux noyaux classiques. Soit  )a,a(:f C une fonction 

continue en x = 0, vérifiant les conditions: 
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 ملخص
 راسددا اقثالادديلت اقثي ا يددا  إقدد  هدد ا اقالدد  هدد   ي

 ، حيد E  x Eقصن  ان اقنوى اقاعرفا ع   اقفضد   
 C فض   شع عي اعر  ع   اقحل  اقعلد     E يعثبر

اقنوى ان اقناط اقاوجب نسبي  ب قنسبا إق   و ثع  ه ه .
 فض   شع عي جزئي.

ع ددد  اقنثددد ئع اقاثع لدددا اقطريلدددا اقاسدددثعا ا ثعثاددد  
اقثي ا يددددا ق نددددوى اقاعرفددددا اوجبدددد  ع دددد  بدددد قثالايلت 

 اقفض  ات اقشع عيا

اقثالايلت اقثي ا يا، اقنوى اقاعرفا  :يةحاتالكلمات المف
 اوجب ، شبه اقعل . 
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).a,a(s,)s(f)s(f,)(f  00            (4)  

La fonction    tsft,sk  , donnée sur [0,a)[0,a), 

définit un noyau de type convolué: 

                

a aa a

dsdttysxtsfdsdttysxt,sky,xK

0 00 0

  

sur EE où E est l'espace vectoriel des fonctions continues 

sur [0, a[ à valeurs de C, E = C [0, a[. 

Si le noyau K donné dans (5) est défini-positif sur EE, 

alors la fonction f vérifiant (4) est dite de classe aP et la 

fonction-noyau    tsft,sk  admet une représentation 

intégrale [3] de la forme: 

                ,a,t,s,edet,sk tisi 0 




             (6) 

ou bien: 

          




























  







a

ti
a

si dttyeddssxey,xK

00

     (7) 

où d() est une mesure positive sur R vérifiant 






)(d . 

Soit:                













 

a

dss:EE

0

1 0           (8) 

qui est un s.e.v. de E.  On sait [4, 8] que le noyau défini 

dans (5) est de type positif relativement au s.e.v.  E1 (on dit 

aussi qu'il est de type positif d'ordre un) si et seulement si le 

noyau auxiliaire K1 défini, à partir de k, par: 

                 ,dsdttysxt,sky,xK 




 11        (9) 

où              tfsftsft,k,skt,skt,sk  001 et 

f, vérifiant (4), est défini-positif sur E.  Dans ce cas, la 

fonction f est dite de classe aG , et on a la représentation 

intégrale de K sur E1E1: 

            ,dtty,tuddssx,suy,xK

aa
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 et u1(r,0)=r , c'est-à-dire que: 
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et d1() est une mesure positive sur R vérifiant 










2

1

1

)(d
, 0 étant une constante. 

De même, il existe des représentations analogues dans 

les cas discrets [5, 6]. 

Les noyaux de type positif d'ordre un sont intimement 

liés aux fonctions caractéristiques de lois de probabilités 

indéfiniment divisibles [6]. Une fonction f définie sur 

 a,a est dite de classe 
*
aP si pour tout n N*, il existe 

an Pf   telle que n
nff  . Si on a la condition de 

normalisation   00 f , alors 
*P  est l'ensemble des 

fonctions caractéristiques des lois de répartitions 

indéfiniment divisibles. On sait aussi que si aGf  , alors 

  *
aPfexp  [4]. Signalons qu'on rencontre aussi ces 

noyaux dans la théorie des processus aléatoires 

stationnaires. 

De nombreux travaux sont consacrés aux 

représentations intégrales de noyaux défini-positifs. Des 

schémas généraux sont proposés par de nombreux auteurs 

dont V.E. Katsnelson [1] qui a étudié les représentations 

intégrales de ces noyaux dans des cas très généraux. En se 

basant sur ses résultats et suivant sa méthode, on construit, 

dans cet article, un schéma abstrait plus général pour l'étude 

des représentations intégrales de noyaux de type positif 

relativement à un sous-espace vectoriel qui généralise les 

représentations intégrales (10) pour les noyaux de type 

positif d'ordre rN. Ensuite, on donnera une illustration de 

cette méthode pour donner des représentations intégrales 

pour une suite d'opérateurs de la forme    q,p,C qp N. 

Position du problème 

Soient, d'une part, E un espace vectoriel sur le corps des 

nombres complexes C, K un noyau  hermitien  défini  de  

EE dans C et E1 un sous espace vectoriel de E. Soient, 

d'autre part, H un espace hilbertien, u() une fonction 

définie sur un espace topologique S dont les valeurs sont 

des opérateurs linéaires de E dans H, u: SL(E,H) où 

L(E,H) est l'ensemble des applications linéaires de E dans 

H. On cherche des représentations intégrales du noyau K de 

type positif relativement à E1, de la forme: 

             1Ey,x,yu,xudy,xK

S

        (11) 

où le symbole < .,.> désigne le produit scalaire dans H,  

 d  une mesure fortement  -additive, définie sur la 

classe des boréliens de S et dont les valeurs, sur les 

ensembles relativement compacts, sont des opérateurs 

positifs et continus sur H. 

Pour obtenir des résultats concrets sur les 

représentations intégrales de noyaux K sur E (défini-positif 

ou de type positif relativement à un s.e.v. de E), il est 

nécessaire d'introduire les structures supplémentaires 

suivantes: on suppose qu'il existe des opérateurs A L(E,E), 

u, v L(E,H) vérifiant la relation suivante, appelée Identité 

Unitaire Fondamentale (I.U.F.) [2]: 

(10) 
R 

R 

(5) 
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     .Ey,x,uy,vxvy,uxAy,AxKy,xK    (12) 

En utilisant les notations suivantes: 

      vy,uxuxvy,Ay,AxKxKAAy,y,xKKxy *****   

et: 

 .Ey,x,uy,vxvxuy **   

La relation (12) s'écrit alors: 

     Ey,x,xvuuvyxKAAKy *****   

ou symboliquement: 

.vuuvKAAK ***              (13) 

 

Définition:  L'agrégat formé de l'espace vectoriel E, du 

noyau K, de l'espace hilbertien H et des opérateurs  

 E,ELA ,  H,ELv,u  reliés par l'identité (13) est 

appelé PRENOEUD (ou SEMI-NOEUD) UNITAIRE. Dans 

ce cas, le noyau K est dit métrisant le prénoeud. 

 

En introduisant les notations suivantes: 

,
I

I
J,HH,

v

u
D 



















0

0
Η  

où I est l'opérateur identité dans H, la relation (13) s'écrit 

alors: 

      .JDDKAAK **               (14) 

On désigne le prénœud par: 











ΗKE

DJA
             (15) 

Dans notre cas, l'ensemble S est le cercle unité dans 

l'ensemble des nombres complexes C, noté  T. 

Pour éviter des ''pathologies'' sur le spectre de A, dues 

au fait que l'e.v. E n'est muni d'aucune topologie, on 

suppose que les deux conditions suivantes sont satisfaites: 

1) condition spectrale pour le prénoeud unitaire : pour tout 

x  E, il existe un sous-ensemble fini de C, noté x, tel que 

x T= et C x , l'équation (I  A) z = x admet 

une solution unique, notée z=(I  A)-1 x telle que: a) pour 

tout y  E, la fonction scalaire K((I  A)-1x,y) est 

analytique par rapport à  dans Cx;  b) les fonctions 

vectorielles, à valeurs dans H,  u(I  A)-1 x et v(I  A)-1 x 

sont analytiques par rapport à  dans C x ; 

2) condition de non-dégénérescence pour le prénoeud : 

l'image uE est dense dans H et il existe au moins un point 

0C-T, où C = C     tel que: 

    


























vx
xAI,xAIK

infsup
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Ex
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00
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si 0. Pour 0=, l'expression sous le radical est 

remplacée par K(Ax, Ax). 

Dans cet article, on obtient des résultats sur les 

représentations intégrales de noyaux de type positif 

relativement au s.e.v. E1 dans le cas: 

       
1

1 321    ker





rko

*k ,...,,r,nAE        (16) 

où n  L(E,H) est un opérateur vérifiant la relation: 

     



rk

k
k ,nAu

0

                (17) 

où u est l'opérateur figurant dans la relation (13) et k 

 rk 0  sont des opérateurs continus dans H . De plus, 

l'e.v. E est considéré comme la somme  directe  des  s.e.v. 

E1  et  ker Ar: 

.AEE rker1               (18) 

La méthode utilisée ici consiste à réduire le problème 

des représentations intégrales d'un noyau de type positif 

relativement à un s.e.v., métrisant un prénoeud, au 

problème des représentations intégrales d'un noyau 

auxiliaire défini-positif, construit à partir du prénoeud 

initial, et métrisant un prénoeud auxiliaire de la forme: 

 ,
v

u
D,

KE

DJA



















1

1
1

1

1
1

Η
               (19) 

où E, A,  H et J figurent dans l'expression (15) de , le 

noyau K1 et les opérateurs u1, v1 sont définis par: 

 








 

1010
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rqp
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r vAv,nAu
0

11                 (21) 

Lemme 1:  

a) Le noyau K1 est métrisant pour le prénoeud 1, i.e. on a: 

.vuuvAKAK ***
111111                   (22) 

b) Les noyaux K et K1 coïncident sur E1E1: y* K1x = y* K x    

( x, y  E1). 

 

Démonstration: 

a) On a: 



































10

11

10

11

10

10

11

rqp

q
pq

*p*

rqp

p*
pq

*q*

rqp

q
pq

*p*

rqp

p*
pq

*q***

.nAvA

vAnAnAvA

vAnAKAAKAKAK

     

       

En utilisant l'I.U.F. (13) et la relation (17), et en 

arrangeant les termes, on obtient: 
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Ce qui est équivalent à .uvvuAKAK ***
111111   

b) L'égalité y*K1x=y*Kx (x,yE1) découle immédiatement 

des définitions de K1 et E1. 

(20) 

N 
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Lemme 2:  Si: 
rAv kerker                 (23) 

alors K1  s'annule sur le s.e.v. ker Ar, K1x=0;   rAkerx ,  

i.e. que: 

   .Ey,AxyKxxKy r**  ker011      (24) 

Si, de plus, on a la décomposition (18) et si K est de 

type positif relativement à E1, alors le noyau K1 sera défini-

positif sur E. 

Démonstration: On a  01  xnAxu r  rAkerx , et 

d'après (23), on a aussi: 

 

          


 

rp

rp*
pr .AxxvAxv

0

1 ker0        (25) 

 

D'après (22) et (25), on obtient K1x=A*K1Ax  (x  ker 

Ar). De cette égalité, on tire successivement les implications 

suivantes: 

x  ker A  K1x= 0; 

x  ker A2  Ax  ker A  K1x=A*K1Ax=0; 

x  ker A3  Ax  ker A2  K1x=A*K1Ax=0; 

et ainsi de suite jusqu'à x  ker Ar  K1x=0. 

Montrons maintenant que K1 est défini-positif sur E. 

Soit z  E. D'après la décomposition (18) de E, il existe x  

kerAr et y x E1 tels que z = x + y. Comme K1 s'annule sur 

kerAr, on a alors: 

.yKyyKyyKxxKyxKxzKz ******
111111   

Or K et K1 coïncident sur E1 (d'après b) du lemme 1), d'où: 

KyyzKz ** 1  

avec yxz  , rAx ker , 1Ey . De là découle 

l'équivalence suivante: 

   .Ez,zKzEyKyy **  00 11  

Citons le théorème de V.E. Katsnelson [1] sur les 

représentations intégrales de noyaux défini-positifs. 

 

Théorème: Soit K  un noyau défini-positif sur un espace 

vectoriel E, métrisant le prénœud unitaire   de la forme 

(15) pour lequel les conditions spectrale et de non-

dégénérescence sont vérifiées. Alors, il existe une mesure 

d( sur le cercle unité T dont les valeurs sont des 

opérateurs positifs dans l'espace hilbertien H (avec 

(T)<+) donnant la représentation intégrale suivante du 

noyau K: 

       .uduK *
 

En utilisant les lemmes 1 et 2, ainsi que le théorème 

précédent de Katsnelson, on obtient le théorème suivant: 

 

Théorème: Soit K un noyau, métrisant le prénoeud  , de 

type positif relativement au s.e.v. E1 défini par (16) où n est 

défini par (17). Supposons que les relations (18), (23) ainsi 

que les conditions spectrale et de non-dégénérescence du 

prénœud 1  défini par (19) soient vérifiées. Alors, le noyau 

K admet au moins une représentation intégrale de la forme: 

                  111 Ey,xxuduyKxy
***     (26) 

où u1()=u1(IA)-1, u1 étant défini par (21) et d() est 

une mesure opératorielle sur H, c'est-à-dire dont les valeurs 

sont des opérateurs sur H ((T) est un opérateur borné). 

 

Remarque. Dans la représentation (26), figure la fonction 

u1() du prénoeud 1 et non la fonction u() du prénoeud . 

Ce défaut peut être en partie éliminé de la manière suivante: 

soit le polynôme opératoriel: 

  




rk

kr
k ,

0

 

où les k (0 k r) sont définis dans (17), appelé  polynôme 

caractéristique du s.e.v. E1 et soit F  l'ensemble des   C 

tels que l'opérateur  n'est pas inversible. Si  C - F et 

xE1, alors on obtient u1()=-1u et la représentation 

(26) s'écrit: 

         

       111

11

            Ey,x,xuduy

xuduyKxy

xF

**

F

****












           (27) 

où d() est la mesure définie dans (26). Comme () est 

un polynôme, alors F est un ensemble fini dans les cas 

suivants: a) Hdim ; b) les opérateurs k sont des 

scalaires multiples de l'unité. 

 

Illustration. On peut illustrer les résultats précédents sur un 

exemple de représentations intégrales d'une suite 

d'opérateurs de type positif relativement à un s.e.v.  Soit 

E=Hm+1 où H est un espace hilbertien et   mkmkc 
une 

suite finie d'opérateurs dans H, vérifiant les conditions 

suivantes: pour  r  m, on a: 

a) ;rk,ck 100   

b)  .mkmcc *
kk   

On définit le noyau K sur E par: 

   


 
mq,p

m

qq
m

ppqpqp
* ,y,x,,cKxy

0
00

 (28)    

où <.,.> est le produit scalaire dans H, et le s.e.v. E1 de E 

par: 
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Ex  (29) 

On dit que la suite d'opérateurs   mkmkc 
est de 

classe 
r
mG  ou de type positif d'ordre r   m si elle vérifie les 

conditions a) et b), et si le noyau K défini par la formule 

(28) est de type positif relativement au s.e.v. E1 défini par 

(29). 

En introduisant les opérateurs A, u, v, n, k  figurant 

dans la théorie comme suit:   

T 

T 

T 
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soit   ,m,...,,p,H,x p
m

pp 10
0




 

EE:A   est défini par A 
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.
,  

u=[IH,0,...,0], (IH étant l'opérateur identité dans H), défini 

par ,ux 0  v=[c0,c1,...,cm] défini par 
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HE:n  défini par   rAIun  , et    ,I
k

r
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, (k=0,1,…,r) on obtient une 

représentation du noyau  K (28): 
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0

et   10 Ex mkk  
. 

De même, on obtient des représentation intégrales des 

opérateurs pc de la forme suivante: il existe un opérateur 

auto-adjoint continu ,HH:a  a* =a tel que: 

    1
2

1
1 2 
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