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Résumé

Cet article est consacré aux représentations intégrales de certains noyaux, définis sur ExE ou E
est un espace vectoriel sur le corps des nombres complexes (C. Ces noyaux sont de type positif
relativement a un sous-espace vectoriel. La méthode utilisée repose sur les résultats concernant les
représentations intégrales de noyaux défini-positifs sur des espaces vectoriels.

Mots clés: Noyaux de type positif, Noyaux définis-positifs, Représentations

intégrales, Prénceud unitaire.

Abstract

The present paper is devoted to integral representations of some kernels defined on ExE with £
being a vector space on the field C of complex numbers. These kernels are of positive type with
respect to a vector subspace. The used method lies on results for integral representations of definite

positive kernels on vector spaces.
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Soit S un ensemble et k(s, t) une fonction définie sur SxS a valeurs dans
le corps des nombres complexes C. Cette fonction définit une forme

sésquilinéaire, appelée noyau, sur ExE a valeurs dans le corps des
nombres complexes C, et ou E est I'espace vectoriel C*!; K: ExE — C

par:

K(x,y)= ik(si’sj)"iyj ’

i,j=0
ot ne N,s,e 8, x,0,eC,p=0,1,....n.
Le noyau K est dit:
i) hermitien si: k(s,t): klt,s) Vs,tekE, (1)

\ . *
c'est-a-dire que K =K ;
ii) défini-positif si Vsg,sy,....s,, €S, Vxgp,xq,...,x, € C, on a l'inégalité:

n

> klsi.s; x>0 @

i,j=0
qui peut s'écrire K(x,x)>0, Vx=(x,x,...x,)€ E;
iii) de type positif si I'inégalité (2) est vérifiée pour tous les x; vérifiant:

Xo+x1+..+x,=0 3)
qui peut s'écrire K(x,x)>0, Vx=(xg,x,....x,) e Ej ou:

E = {(xo, Xiyeees xn) eE:xg+x+..+x,= 0}

qui est sous-espace vectoriel de E1. On dit, dans ce cas, que le noyau K est
de type positif relativement au sous-espace vectoriel £; c E.

En guise d'introduction, donnons deux exemples de représentations
intégrales de deux noyaux classiques. Soit f :(—a,a)— C une fonction

continue en x = 0, vérifiant les conditions:
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f(0)=0, f(=s)=f(s), Vse(-a.a). “4)
La fonction k(s,z)= f(s—¢), donnée sur [0,a)x[0,a),
définit un noyau de type convolué:

K(x,y)= ]{]{k(s,t)x(s)ﬂ;)dsdt = Tff(s - t)x(s)ﬂ;)dsdt (%)

sur EXE ou E est l'espace vectoriel des fonctions continues
sur [0, a[ a valeurs de C, E= C [0, 4.

Si le noyau K donné dans (5) est défini-positif sur ExE,
alors la fonction f vérifiant (4) est dite de classe P, et la

fonction-noyau k(s )= f(s—¢)admet une représentation
intégrale [3] de la forme:

k(s.t)= [eMdo(r)e™™, s,tel0.a) (6)
ou bien: i
K(x,y)= I J.emsx(s)ds do(n J-emy(t)dt (7)
-0\ 0 0

ou do(h) est une mesure positive sur R vérifiant

jdc(x ) < +o0.
Soit: E =<0k J-(I)(s)ds =0 ®)
0

qui est un s.e.v. de E. On sait [4, 8] que le noyau défini
dans (5) est de type positif relativement au s.e.v. E; (on dit
aussi qu'il est de type positif d'ordre un) si et seulement si le
noyau auxiliaire K; défini, & partir de &, par:

K (x, y) = J.kl (s,t)x(s)ﬂ;jdsdt, )

ou ki (s,t) = k(s,t)— k(s,O)— k(O,t) = f(s - t)— f(s)— ﬂ;)et
f, vérifiant (4), est défini-positif sur E. Dans ce cas, la
fonction f est dite de classe G, et on a la représentation

intégrale de K sur ExE\:

a

a
K(x,y)zj. J.ul(s,K)x(S)ds do (A J.ul(t,K)y(t)dt, (10)
R\ o 0
ir
. e —1 Ny
ou uy(r,h)="——, VA #0 etui(r,0)=r, clest-a-dire que:
i
a a
K(x,y)= J J.ei}“vx(s)ds dcl_z(U J.ei}‘y(t)dt
R—{o}\o x 0

a a
+ st(s)ds G Jty(t)dt , Vx,y € Ey,
0 0

et doi(M) est une mesure positive sur R vérifiant

+00

j doy(n)
1+22

—00

< +00, Gy étant une constante.

De méme, il existe des représentations analogues dans
les cas discrets [5, 6].

Les noyaux de type positif d'ordre un sont intimement
liés aux fonctions caractéristiques de lois de probabilités
indéfiniment divisibles [6]. Une fonction f définie sur

|- a,af est dite de classe P: si pour tout ne N, il existe

fo P, telle que f=f".

normalisation f' (0)=O, alors P,

Si on a la condition de

est l'ensemble des

fonctions caractéristiques des lois de répartitions
indéfiniment divisibles. On sait aussi que si f € G, , alors

exp(— f )eP;|= [4]. Signalons qu'on rencontre aussi ces

noyaux dans la théorie des processus aléatoires
stationnaires.
De nombreux travaux sont consacrés  aux

représentations intégrales de noyaux défini-positifs. Des
schémas généraux sont proposés par de nombreux auteurs
dont V.E. Katsnelson [1] qui a étudié les représentations
intégrales de ces noyaux dans des cas trés généraux. En se
basant sur ses résultats et suivant sa méthode, on construit,
dans cet article, un schéma abstrait plus général pour I'étude
des représentations intégrales de noyaux de type positif
relativement a un sous-espace vectoriel qui généralise les
représentations intégrales (10) pour les noyaux de type
positif d'ordre e N. Ensuite, on donnera une illustration de

cette méthode pour donner des représentations intégrales
pour une suite d'opérateurs de la forme {C g } p.geN.

Position du probléme

Soient, d'une part, £ un espace vectoriel sur le corps des
nombres complexes C, K un noyau hermitien défini de
ExE dans C et E; un sous espace vectoriel de E. Soient,
d'autre part, H un espace hilbertien, u(A) une fonction
définie sur un espace topologique S dont les valeurs sont
des opérateurs linéaires de £ dans H, u: S—L(E,H) ou
L(E,H) est l'ensemble des applications linéaires de E dans
H. On cherche des représentations intégrales du noyau K de
type positif relativement a £1, de la forme:

K(x,y)= [(do( uJeulh)y), (vx.y e E)

N
ou le symbole < .,.> désigne le produit scalaire dans H,
dG(?x,) une mesure fortement oc-additive, définie sur la

(11)

classe des boréliens de S et dont les valeurs, sur les
ensembles relativement compacts, sont des opérateurs
positifs et continus sur H.

Pour obtenir des résultats concrets sur les
représentations intégrales de noyaux K sur E (défini-positif
ou de type positif relativement a un s.e.v. de E), il est
nécessaire d'introduire les structures supplémentaires
suivantes: on suppose qu'il existe des opérateurs A€ L(E,E),
u, v eL(E,H) vérifiant la relation suivante, appelée Identité
Unitaire Fondamentale (I.U.F.) [2]:
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- K(x,y)— K(Ax, Ay) = <ux,vy> + <vx,uy> , (Vx,y € E) (12)

En utilisant les notations suivantes:

y*Kx =K (x, y), y*(A*KA)x =K (Ax, Ay), y*v*ux = <ux, vy>
et:
y*u*vx = <vx, uy>, (Vx,y € E)
La relation (12) s'écrit alors:
y*(K - A*]C‘I)X = y* (v*u + u*v)x, (Vx,y € E)

ou symboliquement:

K-AKA=vu+u'v. (13)

Définition: L'agrégat formé de [l'espace vectoriel E, du
noyau K, de l'espace hilbertien H et des opérateurs
AeL(E,E), uyvelL(E H)reliés par lidentité (13) est
appelé PRENOEUD (ou SEMI-NOEUD) UNITAIRE. Dans
ce cas, le noyau K est dit métrisant le prénoeud.

0 IJ

05

ou / est l'opérateur identité dans H, la relation (13) s'écrit
alors:

En introduisant les notations suivantes:

D:(MJ, H=H®H, J
v

K-A"KA=D"JD. (14)
On désigne le prénceud par:
A J D
o= (15)
E K H

Dans notre cas, I'ensemble S est le cercle unité dans
l'ensemble des nombres complexes C, noté T.

Pour éviter des "pathologies" sur le spectre de A, dues
au fait que l'e.v. £ n'est muni d'aucune topologie, on
suppose que les deux conditions suivantes sont satisfaites:
1) condition spectrale pour le prénoeud unitaire o: pour tout
X € E, il existe un sous-ensemble fini de C, noté >, tel que
2N T=D et VAeC- 2, 1'équation (I — A4) z = x admet
une solution unique, notée z=(I — A4)"!' x telle que: a) pour
tout y € E, la fonction scalaire K((I — A4)'x,y) est
analytique par rapport & A dans C-2,; b) les fonctions
vectorielles, a valeurs dans H, u(I —AA)" x et v(I — A4)"' x
sont analytiques par rapport a A dans C—2,;

2) condition de non-dégénérescence pour le prénoeud o

I'image uE est dense dans H et il existe au moins un point
hoeC-T, 0t C=C U{w} tel que:

K((I =nga)x, (I =1oA)x)
1= ol

sup inf + ||vx|| < oo

ecukE xeE

HeH=1 ux=e
si Agzoo. Pour Ap=co, l'expression sous le radical est
remplacée par K(4x, Ax).

Dans cet article, on obtient des résultats sur les
représentations intégrales de noyaux de type positif
relativement au s.e.v. £ dans le cas:

E= (kemd, [reN={23.])
0<k<r-1
ou n € L(E,H) est un opérateur vérifiant la relation:

(16)
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u= Z(xknAk, (17)

0<k<r
ou u est l'opérateur figurant dans la relation (13) et o
(O <k< r) sont des opérateurs continus dans . De plus,

l'e.v. E est considéré comme la somme directe des s.e.v.
E; et ker A"

E=F ®kerd". (18)

La méthode utilisée ici consiste a réduire le probléme

des représentations intégrales d'un noyau de type positif

relativement a4 un s.e.v., métrisant un prénoeud, au

probléme des représentations intégrales d'un noyau

auxiliaire défini-positif, construit a partir du prénoeud
initial, et métrisant un prénoeud auxiliaire de la forme:

U

o2 D))

| =
ou E, A, H et J figurent dans l'expression (15) de a, le
noyau K et les opérateurs u, vi sont définis par:

A J D

19
E K, H (1)

1

Ki=K- > A% a, v’ — > 4Pva, nd?
0<p<g<r-l1 0<p<g<r-1 (20)
uy=nd", v = Za:_qqu (21)
0<g<r
Lemme 1:

a) Le noyau K est métrisant pour le prénoeud o, i.e. on a:

K — A" KjA=viuy +ujvy. (22)
b) Les noyaux K et Ki coincident sur E1xEr: y" Kix =y" K x
(Yx, y € EY).

Démonstration:
a)On a:
* * * ®* %
_ —K— _ q p
Ki—AKiA=K—-A KA > A oy v
0<p<g<r-1
* * * k* ok
_ 14 q g+l p+l
ZA v ocq_pnA + ZA n ocq_va
0<p<g<r-1 0<p<g<r-1
* *
p+l q+1
+ ZA v aq,pnA .
0<p<g<r-1

En utilisant 1'T.U.F. (13) et la relation (17), et en
arrangeant les termes, on obtient:

Ki-AKd= Y A% o, vA”

0<p<g<r
* * * * %k
p q _ q p
+ ZA v o, ,nd ZA n oy ,vA
0<p<g<r 0<p<g<r-1
* *
— P q
ZA v o, ,nd
0<p<g<r-1
_ *p kK q *q * r
= ZA noo,_ vA* + ZA Vo, _gnd .
0<g<r 0<g<r

Ce qui est équivalent & K; — A*KIA = urvl + vikul.

b) L'égalité y"Kix=y"Kx (Vx,yeE)) découle immédiatement
des définitions de K et E|.
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Lemme 2: Si:
kerv o kerd” (23)
alors K| s'annule sur le s.e.v. ker A", K1x=0; (Vx € kerAr),
i.e. que:
yKx=xKy=0 (Vx ekerd" ,Vye E) (24)
Si, de plus, on a la décomposition (18) et si K est de
type positif relativement a E\, alors le noyau K, sera défini-
positif sur E.

Démonstration: On a ux=nd" x=0 (Vx € kerd” ) et

d'apres (23), on a aussi:

VX = Z(xi;,vapx =0 (Vx € kerAr)

0<p<r

(25)

D'aprés (22) et (25), on obtient Kjx=4"K1Ax (Vx € ker
A"). De cette égalité, on tire successivement les implications
suivantes:

x € ker 4 = Kix=0;

x € ker A2 = Ax € ker 4 = Kix=A"K1Ax=0;

x € ker 4> = Ax € ker A> = Kix=A"K14x=0;
et ainsi de suite jusqu'a x € ker 4" = K;x=0.

Montrons maintenant que K; est défini-positif sur F.
Soit z € E. D'aprés la décomposition (18) de E, il existe x
kerd” et y x €E tels que z = x + y. Comme K; s'annule sur
kerA", on a alors:

* * * * * *
z Kiz=x Kix+y Kix+x Kjy+y Kjy=y Kyy.
Or K et K; coincident sur E; (d'aprés b) du lemme 1), d'ou:
Z*Klz = y*Ky
xekerd”,
I'équivalence suivante:
y*Ky >0 (Vy € El) = Z*Klz >0, (Vz € E)

Citons le théoréme de V.E. Katsnelson [1] sur les

représentations intégrales de noyaux défini-positifs.

avec z=x+Y, yekE. De la découle

Théoréme: Soit K un noyau défini-positif sur un espace
vectoriel E, métrisant le prénceud unitaire o de la forme
(15) pour lequel les conditions spectrale et de non-
degénérescence sont vérifiées. Alors, il existe une mesure
do(A) sur le cercle unité T dont les valeurs sont des

opérateurs positifs dans l'espace hilbertien H (avec
o(T)<+c0) donnant la représentation intégrale suivante du
noyau K:

K= jzr[‘(x)dc(x)u(x).

En utilisant les lemmes 1 et 2, ainsi que le théoréme
précédent de Katsnelson, on obtient le théoréme suivant:

Théoréme: Soit K un noyau, métrisant le prénoeud o. , de
type positif relativement au s.e.v. E défini par (16) ou n est
défini par (17). Supposons que les relations (18), (23) ainsi
que les conditions spectrale et de non-dégénérescence du
prénceud o défini par (19) soient vérifiées. Alors, le noyau
K admet au moins une représentation intégrale de la forme:

22

Y Kx = L ry*ul*(x)arcs(x)ul (x  (vxyeE) (26)

ou ui(A)=u1(I-24)", u; étant défini par (21) et do()) est
une mesure opératorielle sur H, c'est-a-dire dont les valeurs
sont des opérateurs sur H (o(T') est un opérateur borné).

Remarque. Dans la représentation (26), figure la fonction
u1(A) du prénoeud a; et non la fonction u(A) du prénoeud a.
Ce défaut peut étre en partie éliminé de la maniére suivante:
soit le polyndome opératoriel:
—k
1= Do,
0<k<r
ou les o (0< k< r) sont définis dans (17), appelé polyndme
caractéristique du s.e.v. E) et soit F, l'ensemble des 1 € C
tels que l'opérateur x (1) n'est pas inversible. Si e C - F, et
xekE), alors on obtient u;(A)=y"'(L)u()) et la représentation
(26) s'écrit:
* *  k *_l _1
Vike= [0 0)do(h(r)  ulr)x
T-F,
* *
+ [ 5w (o (h ) (1)
F

x

ou do()) est la mesure définie dans (26). Comme y(A) est
un polynéme, alors F, est un ensemble fini dans les cas

(27)
(Vx,y € El)

suivants: a) dimH <+o0; b) les opérateurs oy sont des
scalaires multiples de 'unité.

Ilustration. On peut illustrer les résultats précédents sur un

exemple de représentations intégrales d'une suite

d'opérateurs de type positif relativement a un s.e.v. Soit
— 1 oy ; ;

E=H""! ou H est un espace hilbertien et (ck )—mskSm une

suite finie d'opérateurs dans H, vérifiant les conditions
suivantes: pour » <m, on a:
a) ¢, =0, 0<k=<r-1,
b) c_; zcz (—mSkSm).
On définit le noyau K sur E par:

y*szo 2 <Cp—q§p’”q>’x :<ép)zzo’ Y :(nq);;()’ 28)
<p.,q<m

ou <.,.> est le produit scalaire dans H, et le s.e.v. E; de E
par:

So+&i+&+ +&u =0
€1 +28, +383 + +mé&,, =0
x=GE B S (29)
r m
&1t &+t Em =0
r—1 r—1
On dit que la suite d'opérateurs (cj ) m<k<m €St de

classe G,, ou de type positif d'ordre < m si elle vérifie les

conditions a) et b), et si le noyau K défini par la formule
(28) est de type positif relativement au s.e.v. E; défini par
(29).

En introduisant les opérateurs 4, u, v, n, ox figurant
dans la théorie comme suit:
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soit x = (Edp):::o’ép eH,p=0l,...,m,

€o &1
&1 &
A:E— E est défini par 4 =l (opérateur de
’ ’ translation)
Em
Em 0

u=[Ix,0,...,0], (Iz étant l'opérateur identit¢ dans H), défini

m
par ux=¢&,, v=[co,Cl,....cm] défini par vx= Zc
r=0

PE’P’

n:E— Hdéfinipar n=u(l—A4)", et oy =(—1)k[;;J1H,

r 7!

o (J:m’

représentation du noyau K (28):

(k=0,1,...,r) on obtient une

e [ 7704 ) 0] g 700

T, |X _ 1|2” r! r!

)= Z§k7~k ct x:(E.sk)OSkSm €k .

k=0
De méme, on obtient des représentation intégrales des
opérateurs ¢, de la forme suivante: il existe un opérateur

auto-adjoint continu a : H — H, a" =a tel que:

(-1y| <

2

Cr

do(\)+ia |, i =1
T

et:
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Cp = C:0<k<2r—1(p; rJ(_ l)k
Vazs (p N rj(x -1 ”
r 0<k<2r-1 k
+(- I:F_I{ld} (. 1P
+(_ 1)’5({1}), (p =r,r+1,...).
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